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研究成果の概要（和文）：本研究の主題は，超準的手法の論理的基礎付けである．従来集合論を

ベースに行われた超準的議論を，計算可能性と結びついた２階算術の弱い体系において実行す

ることにより，命題の構成的な内容まで超準的に得られるようにする．代表者が考案した２階

算術の超準的方法論の改良と整備を行いながら，２階算術の超準モデルを研究し，同時に実数

集合の計算構造について探査する．とくに，ランダムな無限列としての実数とその集合の性質

を調べる． 

 
研究成果の概要（英文）：The main purpose of this research is to lay a logical foundation for 

non-standard arguments, which have been developed in abstract set theory traditionally. 

Basing non-standard methods on weak subsystems of second order arithmetic connected 

with computability, we can obtain constructive contents of propositions by such methods. To 

device non-standard methods for second order arithmetic, we need to investigate their 

non-standard models, which are indeed sets of reals (infinite sequences). Amongst the sets 

of reals, many contain many random elements, which we also explore in this study. 
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１．研究開始当初の背景 

 

本研究の主題は，超準解析の論理的基礎付
けである．従来集合論をベースに行われてい
た超準的議論を，計算可能性と結びついた２
階算術の弱い体系において実行することに
より，命題の構成的な内容まで超準的に得ら
れるようにする． 

歴史を振り返ると，超準解析(超準的手法の

解析学)の創始者 A. Robinson が 1973 年にプ
リンストン高等研究所で講演したときに，
K.Goedel は超準解析こそが「未来の解析学」
となるものだと賞賛した．しかし，超準解析
の厳密な形式化には本質的に困難な部分が
あり，超準的手法を用いた２階算術のフル体
系の議論は２階算術内に収まらないことが，
HensonとKeislerらによって 1980年代に指
摘された．そこで，代表者は 2000 年前後に
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超準的な手法を制限した形(移行原理)で使う
枠組み(モデル)を 2 階算術の部分体系 WKLo

に対して作った．この方法の有用性は次第に
明らかになり，最近もいろいろな論文で取り
上げられている． 

本研究は，代表者が考案した WKLo の自己
埋め込み定理を，Gaifmann の定理を用いて
ACAo 上の超準解析に一般化し，２階算術の
超準的方法論の整備を行うことから始める．
さらに理論の整備を進めるため，２階算術の
超準モデルと，実数集合の計算構造について
基礎的なつながりを研究する．とくに計算可
能な閉集合の次数の研究と，２階算術におけ
る決定問題に関する研究を行う．閉集合の点
の複雑さに関する研究は古くから行われて
きたが，近年になると，点の計算可能性に及
ぼす位相的性質が注目されはじめた．また，
次数の束構造の研究もここ１０年くらい盛
んな領域である． 

以上の研究を踏まえ，その発展としてラン
ダム性の計算論的様相を研究する．決定性ア
ルゴリズムとランダム・アルゴリズムの計算
の複雑さの比較や，ランダム性の様々な定義
の間の関係を分析する．アルゴリズム的ラン
ダム性の研究は，ここ数年目覚ましく発展し
ている． 

 

２．研究の目的 

 

(1) 本研究の第一の目的は、超準解析の論理
的基礎付けである．これまで集合論をベース
に行われていた超準的方法を，２階算術の弱
い体系において展開する．とくに WKLo に関
する技法を ACAo に一般化することで，いく
つかの重要な定理を超準的に導く． 

(2) 第２のテーマである計算可能な閉集合に
ついては，様々な還元関係の性質，とくに
Medvedev 次数の決定可能性についての未解
決問題に挑む．また，計算可能閉集合を二階
算術の部分体系で形式的に扱い，モデル論や
証明論などのメタ数学の手法を導入する．カ
ントル空間上の測度が 0 でない計算可能な
閉集合は本質的にあらゆるランダム性に対
するランダム列を要素にもつことが知られ
ているが，さらに測度が 0 でないものがなす
部分構造の性質について調べる． 

(3) 第３の研究テーマは，ランダム性の計算
論的研究であるが，これはさらに二つに分か
れる．一つは，ランダムな入力変数をもつブ
ール式の値の評価において，通常の決定性ア
ルゴリズムとランダム・アルゴリズムの間の
計算の複雑さを比較することである．これら
について，超準的手法を応用すべく研究を進
める． 

 

３．研究の方法 

 

 本研究は，およそ３つの小課題を研究代表
者と分担者を中心に，多数の連携研究者と国
内外の協力者と協同して研究計画を遂行す
る．とくに，ベルギー，シンガポール，中国
とは，これまでの研究室交流の実績を活かし
て協力体制をさらに強化する．また毎年１回
は国際的な会議を招集して，本研究の関係者
が情報交換し，研究状況の確認をできる機会
を設ける． 

2007年度には，Ken Zeger教授(UCSD), 
Frank Stephan博士(Singapore), Ted Slaman
教授(UCB)を東北大学のセミナーに招いた．
2008年２月には Steve Simpson教授(Penn 
State)他を招いて，松島で研究集会を行った． 
2008年度には，２つの国際ワークショップ

(東北大 2009年 2月 Carl Mummert(Michigan)
他の参加，松島 3月 Steve Awodey (Carnegie 
Mellon)他の参加 )を開催した． 
2009年度は，海外協力者の劉晨光教授が統

括する西安理工大学の研究センター「決定分
析とアルゴリズム設計」との交流を進めた．
2010年 2月には Wu Guohua博士(Singapore)
を招き，猪苗代で会議を行った． 
2010年度は最終年度として，2011年 2月

に黄天楽博士(Birmingham/Singapore)らを
招き，４０名程度の研究集会を秋保で開催し
た． 
 
４．研究成果 
 
本研究の第一課題である、超準解析の論理

的基礎付けについては，研究代表者の指導学
生である横山啓太が，Gaifmannの定理を用い
た ACAo上の超準解析の理論的整備を行った． 
彼は，この研究により青葉理学振興会賞を受
賞している．さらに，研究代表者の指導学生
の堀畑佳宏が共同研究に加わり，超準的手法
を用いた複素解析の論理的基礎を築いた． 
 第２のテーマである計算可能な閉集合に
ついては，同じく博士課程学生の木原貴行が
Medvedev次数の決定可能性について，２つの
量化記号しか含まない文の真偽が決定可能
であることを示し，これによって Medvedev
束に関する問題を解決した．さらに平面上の
コンパクト単連結実効的閉集合が，常に計算
可能な点を持つかという問いに対して，木原
は否定的な解を与えた．これらにより，木原
は川井賞を受賞した． 
 第３のランダム性の計算論的研究におい
ては，代表者の学生劉晨光と代表者協力して，
ランダムな入力変数をもつブール式の値の
評価において，通常の決定性アルゴリズムと
ランダム・アルゴリズムの間の計算の複雑さ
を厳密に比較した．劉晨光は魯迅を記念した
藤野先生賞を受賞している．また，超準的手
法を用いたランダム性の研究についてはま
だ研究が途中であるが，測度論を使わない超



 

 

準確率論を２階算術で展開することで，ラン
ダム性への新たな知見が得られることが期
待される． 
測度論を使わない確率論においては，ゲー

ムの決定性が重要な役割を担う．そのため，
代表者は，ゲームの決定性の論理的分析，と
くに必勝法の複雑さの研究を進めた．この研
究については，指導学生の根元多佳子が素晴
らしい成果をあげて，青葉理学振興会黒田チ
カ賞を受賞した． 
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