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研究成果の概要（和文）：線形微分方程式によって統御される特殊関数の中で，ガウスの超幾何

関数をはじめとする一連の重要な関数達を，多変数関数として一般化した一般超幾何関数

（HGF）の理論と，線形の方程式の族でモノドロミーを保存するものを記述する非線形方程式

である一般シュレジンガー系（GSS）を twistor 理論を用いて統御する研究をした．HGF につ

いて特にその積分表示の被積分関数からきまるコホモロジー群を与えた．GSS については，

HGF を用いて表される解を構成した． 
 
研究成果の概要（英文）：We studied the theory of general hypergeometric functions(HGF) 
which generalize important special functions, like as Gauss hypergeometric functions, 
governed by linear differential equations to functions of several variables. We also 
studied nonlinear differential equations called general Schlesinger systems(GSS), which 
describe families of linear systems preserving monodromy data, from the point of view 
of twistor theory. For HGF, we determined the cohomology groups which are defined using 
the integrand of the integral representation of HGF. For GSS, we constructed its solutions 
expressed using HGF. 
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１．研究開始当初の背景 
研究課題を設定した背景には，一般超幾何関

数の理論の進展とmonodromy保存変形によっ

ていられる非線形可積分系のTwistor 理論に

よる研究がある． 

（1）1986 年にGelfand によって導入された

Grassmann 多様体Gr(r;N)上の超幾何関数は

古典的なGaussの超幾何関数のEuler 積分表

示を，GL(4;C) のCartan subgroup の普遍被

覆群の指標のRadon 変換と理解することによ

って得られた．申請者は，1992 年にこれを
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Gauss の超幾何関数だけでなく古典的な合流

型超幾何関数であるKummer の合流超幾何関

数，Bessel 関数， Hermite 関数，Airy 関数

を簡単な場合として含む一般超幾何関数

(HGF) を導入した．それは，GL(N;C) の正則

元の中心化群として得られる極大可換部分群

の普遍被覆群を考え，その指標のRadon 変換

として得られる．ここで用いられる極大可換

部分群のconjugacy class はN の分割を与え

ることによって指定できる．Jordan 標準形の

形をしたタイプλの正則元の中心化群として

得られる極大可換部分群Hλと表す．また分割

は正則元全体に入る自然なstratification 

のstrata を指定することにもなっている．

Kummer, Bessel, Hermite, Airy はN=4の分割

1+1+1+1; 2+1+1; 2+2; 3+1; 4 に対応する 

Gr(2; 4) 上の一般超幾何関数として把握され

る．このような視点により，古典的なアプロ

ーチでは不可能だったことが単純な形で幾何

学的群論的に理解できることが分かってきた．

たとえば 

①� 関数を支配する微分方程式系はRadon 変

換を特徴づける超双曲型方程式の系と極

大可換部分群の無限小作用を記述した方

程式系により与えられる． 

②� 方程式の対称性が極大可換部分群に対す

るWeyl 群の類似物のGrassmann 多様体

への作用として得られる．  

③�  合流操作の群論的，幾何学的理解ができ

る．つまり正則元全体に，N の分割によ

ってstratum が指定される自然なstrat- 

ification が入るが，そのstratum の間

の近接関係を具体的に実現したものとし

て合流が理解でき，また具体的な合流操

作が得られる．  

（２） monodromy保存変形によって得られる

非線形可積分系の研究が一般超幾何関数の研

究と関連があることを示唆する研究がMason, 

Woodhouseによって1993年に発表された．これ

らの非線形方程式の中でもっとも簡単な場合

であるPainleve 方程式P6; P5; P4; P3; P2 は，

P1 上の2 階線型微分方程式のmonodromy 保

存変形理論によって得られるが，それは2 連

立線型方程式の変形から得られるSchlesin- 

ger 系（およびその退化した方程式）同等で

ある．Painleve 方程式にはそれぞれ4 の分 

割1 + 1 + 1 + 1; 2 + 1 + 1; 3 + 1; 2 + 2; 

4 を対応させる．これは変形される線型方程

式の特異点の情報を与えるもので，たとえば

2+1+1 は，線型方程式がPoincare rank が1 

の不確定特異点1 つと確定特異点2つを持つ

ことを表している．しかしながら，一般の分

割の場合にどのような形の線型方程式の変形 

を考えるのが自然なのかということは，これ

まであまり明確ではなかった．1993 年に

Mason-Woodhouse は，Painleve方程式達が，

複素時空 Gr(2; 4) 上のSL(2;C) をgauge 群

とする反自己双対Yang-Mills 接続(ASDYM) 

のなかで，特にGL(4;C) の部分群のGr(2; 4) 

への作用で不変なものとして得られることを

示した．このときに用いられた群が一般超幾

何関数を定義するときの極大可換部分群であ

る．さらにWoodhouse 達は， ASDYM をGr(2;N) 

上に一般化した一般反自己双対Yang-Mills 

(GASDYM) を扱い，double fibration PN-1← 

Flag(1; 2;CN)→ Gr(2;N) から得られるKlein 

対応PN-1 ⇔ Gr(2;N) に対するtwistor 理論

のWard 対応により，理論構成をtwistor空間

PN-1 で行うことによって，一般Schlesinger 

系を導くmonodromy 保存変形が得られること

を示唆した．が，実際の構成はNの分割が1 +… 

+ 1 の場合，すなわち,昔から知られている

Schlesinger 系の場合のみで，N の一般の分

割¸ の場合のmonodromy 保存変形は与えられ

ていなかった．2005 年末に申請者はN の一般

の分割の場合のmonodromy 保存変形の具体的

な記述を得た．これによってGr(2;N) 上で定

義された非線型系としての一般Schlesinger

系が与えられた．一旦，具体的な記述ができ

てみると，一般超幾何関数の理論との類似性

が明らかになってきた．  

 
２．研究の目的 
Twistor 理論の視点から，Gelfand や申請者
によって導入された Grassmann 多様体上の
一般超幾何関数(HGF)の理論と，monodromy 保
存変形によって得られる一般 Schlesinger系
(GSS)（退化した系も含む）の理論を統一し
て扱うことのできる枠組みを構築・整備する
ことである． 

 

３．研究の方法 

研究の方法に関しては次のような方針を立

てて行った． 

① Twistor 理論の視点からの見直しを行い，

これまで一般超幾何関数について進めて

きた研究の視点とを対照させながら研究

の多様な可能性を探る． 

② Twistor 理論に造詣の深い代数幾何，表



 

 

現論，特異点論，可積分系や微分方程式

の国内の研究者と連携をとり，関連する

話題についての研究交流のための勉強会

あるいはセミナーを開く． 

③ 関連する情報・資料の収集を行う，特に

Twistor 関係のものを重点的に収集する．  

④ HGF やGSS の研究においては群論や組合

せ論的な性質を調べることが重要なので

古典的な具体的な例を検証しつつその性

質の一般的な予想を立てる． 

(１) 一般超幾何関数について． 

以下のことを問題として設定した． 

① Gr(r;N)/H 上のHGF に付随したde Rham 

cohomology の具体的な基底の決定．その

ためにP1 上の無限小近傍を持つ点の配

置空間からPr 上の無限小近傍を持つ点

の配置空間への写像である一般化された

Veronese map を定義し，その像である

Veronese 点において，Gr(r;N)/H 上の

HGF に付随したde Rham cohomologyの外

積構造を記述する．その結果得られる基

底がすべての点でのcohomology を与え

ることを証明すること 

②  無限小近傍を持つ点の配置空Gr(2;N)/H

の基本群の具体的な表示を求めること．

これを用いたHGF のmonodromy 表現，不

確定特異性におけるStokes 行列を具体

的に求めるための簡単な場合における計

算実験． 

（２）一般Schlesinger系（GSS）について 

以下のような問題を設定して研究した． 

① Twistor理論におけるWard対応をGSSを与

える特殊解のレベルで示す． 

② GSSの可積分性の証明を，一般化された

Riemann-Hilbert問題の相対版を構成す

ることによって与える． 

③ Riemann-Hilbert 分解の手法を用いた

GSS の特殊解の構成． 

④ Painleve 方程式等についてこれまで知

られているHamilton 構造を考慮にいれ

ながら，twistor 理論の視点からGSS の

幾何学的，群論的に自然なHamilton 構造

を探る． 

⑤ GSS に対するSchlesinger 変換の構成お

よびHGF の隣接関係との関連を明確にす

る．  

 

４．研究成果 

（１）一般超幾何関数に付随するde Rham 

cohomology群の決定について． 

①�  P1 をPrに埋め込むVeronese map を拡張

して，P1上の無限小近傍を持つ点の配置空

間Gr(2;N)/HからPr 上の無限小近傍を持

つ点の配置空間Gr(r;N)/H 上への写像で

ある一般化されたVeronese mapを構成し, 

Gr(2;N) 上の一般超幾何関数をGr(2,N) 

上のそれをつなぐロンスキー行列式公式

を与えた．(論文①) 

②� 一般化されたVeronese map による像の点

において，Gr(r;N)上のHGF に付随したde 

Rham cohomology 群の外積構造の記述を

与え，この外積構造から得られる基底が

すべての点でのcohomology を与えるこ

とを述べた．（論文②） 

このようなcohomology群の決定は一般超幾何

関数たちの関係式を与える交点理論を構成す

るときの基礎になるものである． 

(２) 一般Schlesinger系およびPainleve方程

式について 

確定あるいは不確定特異点を持つリーマン球

面上の線形微分方程式のモノドロミー保存変

形によって得られる非線形方程式系のあるク

ラスは，GASDYMのなかでG_{2,N}へのPGL(N)

のNの分割λで指定されるある極大可換部分

群の作用によって不変なものとして記述でき

る． 

① Twistor理論において，時空である

Gr{2,N}上の一般化された反自己双対方程式

の解とtwistor空間と呼ばれる射影空間PN上

のベクトル束でtwistor line上で自明になる

ものの対応を与えるのがWard対応である．こ

の対応を，Nの分割λが(2,1,…,1)の場合に群

Hλの作用で不変なGASDYMの解達とtwistor空

間上のGASDYMの解に対応するベクトル束で，

群Hλのtwistor空間への作用の持ち上げが存

在するもの達の間の対応として確立した．（論

文⑥）この結果により，GSSのtwistor 空間に

おける解の構成と時空Gr(2;N)における解の

構成が同じものであることが保証される．こ

の結果を一般のNの分割の場合に示すにはGSS

の完全積分可能性を示すことが重要である・ 

② Riemann-Hilbert問題を用いたモノドロ

ミー保存変形可能性，特にGSSの完全積分可能

性を保証するために一般化されたRiemann- 

Hilbert問題のパラメーター付き版，いわゆる

相対版を考察した．線形方程式が一位の極の

みをもつ場合で，かつモノドロミー表現が既

約な場合に，微分方程式の空間と表現の空間



 

 

が微分方程式にそのモノドロミーを対応させ

るという写像によって局所的に双正則に対応

することを示すことができた．自動的に得ら

れる非線形系が可積分であることが示せた．

不確定特異点をもつ場合に同様のアプローチ

により一般Schlesinger系の可積分性を示す

ことが今後の課題となっている．  

③ Gr(2;N) 上のGASDYMに対する接続をNの

分割λに対応する群Hλによって変数分離する

ことによって，GSSを与えるmonodromy保存変

形を記述する線形方程式が得られることを示

し，同じ群Hλに対する一般超幾何関数（HGF

）を用いて，GSSの特殊解として，HGFを生い

分とする行列の行列式の形で与えられるもの

を構成した．これはWoodhouseが2008年に東京

における研究集会で示唆したことを実行した

ものである．（論文⑦） 

（3） その他 

① P1 上の1位の極のみを持つFuchs型方程

式のmonodromy保存変形から，Schlesinger系

が得られる．一方Fuchs型方程式から新しい

Fuchs型方程式を構成する操作としてmiddle 

convolutionというものが知られている．この

操作が，monodromy保存族を再び保存族に移す

ことを示した．（論文⑧） 

指標多様体上の写像類群作用の力学系とパン

ルヴェ方程式の力学系をリーマン・ヒルベル

ト対応を介して結びつけ，それらの大域挙動

を研究した。特に前者の有限軌道と後者の代

数関数解の等価性を示し，さらにそれらの分

類問題にかなりの進展を得た．（論文⑨） 

② 準Painleve 性をもつ方程式のクラスで 

Painleve I 方程式を含むものを見出し，その

解析的性質を調べた．Painleve I のタイプの

２変数 Garnier 系についてその特異集合の

まわりでの漸近解をもとめた．（論文⑩）  

 

一般超幾何関数については当初設定していた

問題のうち②が，一般Schlesinger系について

は④，⑤が未解決のままである．その他の問

題についてもさらに研究を深める必要がある

． 
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