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研究成果の概要（和文）：結晶粒の微細化による降伏応力の増加は，Hall-Petch の関係として

実験的によく知られている．しかし，サブm～数m の粒径範囲では，降伏応力の粒径依存性は

Hall-Petch の関係より強くなると報告されている．そこで本研究では，転位の自己エネルギー

をひずみこう配塑性理論に組み込んで降伏応力の粒径依存性を解析的に予測し，実験結果との

比較を行った．さらに，転位の自己エネルギーを考慮した陰的均質化解析の方法を開発した． 

 
研究成果の概要（英文）：The increase of yield stress due to grain fining is experimentally 

well-known as the Hall-Petch relation. It has been, however, reported that the grain size 

dependence of yield stress in the submicron to several-micron range of grain sizes is stronger than 

that in the Hall-Petch relation. In this study, by implementing the self-energy of dislocations in a 

strain gradient plasticity theory, the grain size dependence of yield stress is analytically estimated, 

and the resulting prediction is examined using experimental data. Then, an implicit method of 

homogenization analysis is developed by taking account of the self energy of dislocations. 
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１．研究開始当初の背景 

結晶粒の微細化による降伏応力の増加は，
Hall-Petch の関係として実験的によく知ら
れており，多結晶金属の有力な強化方法とし
て国内外で盛んに研究されている．しかし，
粒径がサブm～数m 程度に減尐すると，初期

降伏応力の粒径依存性は Hall-Petch の関係
より強くなると報告されている．また，微細
粒金属は明らかな初期降伏点を示すことが，
いくつかの金属で観察されている．このよう
な降伏挙動の物理機構の理解は，結晶粒の微
細化による強化の程度を把握するために大
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変重要であるが，不明な点が多い． 

上に述べた降伏応力の粒径依存性は，金属
の塑性変形における寸法効果の一例である．
このような寸法効果は，古典塑性理論ではま
ったく表されないから，ひずみこう配塑性理
論が多くの研究者により提案されており，我
が国でも研究が進んでいる．このうち Gurtin
の理論は，単結晶金属中のすべりこう配を考
慮した非局所結晶塑性理論であり，粒界での
すべり拘束を陽に表現できるから，降伏応力
の粒径依存性の検討に適した理論であると
考えられる． 

しかし，Gurtin の理論を用いて多結晶金属
における塑性変形挙動の粒径依存性を解析
しても，初期降伏応力はほとんど変化せず，
実験結果の傾向はまったく再現されなかっ
た．他のひずみこう配塑性理論を用いた解析
でも，粒径減尐に伴う初期降伏応力の増加は
ほとんど得られておらず，大きな問題点とな
っていた． 
 

２．研究の目的 

 本研究では，これまでのひずみこう配塑性
理論では考慮されていない物理的因子とし
て“GN 転位の自己エネルギー”に着目する．
GN 転位とは，すべりこう配部分に幾何学的必
要性により存在する転位である．粒界近傍で
は，すべりこう配により GN転位が生じるが，
初期降伏の瞬間では GN 転位の密度が低いた
め GN 転位間の相互作用は無視できる．この
結果，GN転位の自己エネルギーが初期降伏応
力の粒径依存性に大きく影響すると考えら
れる． 
そこで本研究では，まず，GN 転位の自己エ

ネルギーを Gurtin の理論に組み込み，初期
降伏応力の粒径依存性に関する予測式を導
く．次に，研究背景で述べたサブm～数m
の粒径範囲を中心に予測式の妥当性を実験
結果との比較により調べる．さらに．導いた
予測式の精度を調べるため，転位の自己エネ
ルギーを考慮した陰的均質化解析の方法を
開発し，結晶粒の有限要素解析を行う． 

 

３．研究の方法 

(1) すべりこう配による自由エネルギーと
して GN 転位の自己エネルギーを考え，すべ
りこう配の仕事共役としての高次応力を導
出する．この高次応力を Gurtin の非局所結
晶塑性理論に組み込むことで，GN 転位の自己
エネルギーを考慮したすべりこう配理論の
構築を行う． 
(2) 上述のすべりこう配理論を２次元およ
び３次元モデル結晶粒に適用し，降伏応力の
粒径依存性に関する予測式を解析解の形で
導く．なお，この予測式には粒間相互作用の
効果が含まれないから，その効果を Taylor
因子により考慮する． 

(3) 初期降伏応力の粒径依存性に関する実
験データを文献で調査し，予測式の妥当性を
調べる．文献調査は，サブm～数m の粒径範
囲を中心に行う． 
(4) GN 転位の自己エネルギーを考慮した
Gurtin の非局所結晶塑性理論により結晶粒
の有限要素解析を行うため，有限要素方程式
を導く．その際，計算効率の向上を図るため，
陰解法に基づいて，支配方程式の有限要素離
散化を行う． 
(5) 導出した有限要素方程式を結晶粒に適
用し，初期降伏応力の粒径依存性を数値的に
調べる．これに基づいて解析的予測式の精度
を検討する．なお，解析は六角形結晶粒につ
いて行い，すべりは粒界で完全に拘束される
とする． 
 
４．研究成果 
(1) 転位の単位長さ当たりの自己エネルギ
ーは 2

0E a b と表される．ここで，a は係数，
 は横弾性係数，b はバーガースベクトルの
大きさである．したがって，単位体積当たり
の GN 転位の自由エネルギーは， 
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と書ける．ここで ( )

G

 は，すべり系  におけ
る GN 転位密度を示し， N はすべり系の総数
である．上式を用いてすべりこう配の仕事共
役として高次応力 ( ) を求め， Gurtin の結
晶塑性降伏条件に代入することで，２次元お
よび３次元モデル結晶粒の降伏応力を解析
的に評価した．その際，粒界ではすべりは完
全に拘束されるとした．この結果，平均粒径
D の多結晶金属が引張負荷を受ける場合の
初期降伏応力 y が次式のように解析的に予
測された． 
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ここで，M は結晶粒間の相互作用を表す係数
（Taylor 因子）であり， 3M  であることが
知られている．また，

0k は単結晶ですべりの
開始するせん断応力を示し，臨界分解せん断
応力と呼ばれる．さらに，は結晶粒の形状
に依存する係数であり，球状および 14 面体
モデル結晶粒を解析したところ 5 と求め
られた． 
(2) 初期降伏応力 y の予測式(2)の妥当性を
検討するため，公表されている実験データと
の比較を行ったところ，図 1 に示す結果が得
られた．この比較では，予測式(2)の係数 a は，
転位ループ（直径 D ）の自己エネルギーに基
づいて a  30.10ln(6.5 10 )D とした．図 1 の
縦軸中の初期降伏応力 y は，実験結果では
0.2%耐力あるいは 0.5%耐力である．また

0 0( )Mk  は，粒径 D が十分に大きい場合の
初期降伏応力である． 



 

 

 
図 1を見ると，サブm～数m の粒径範囲で

は，予測式(1)は実験結果とかなりよく一致 
しており，したがって初期降伏応力 y は粒径
D に逆比例する傾向にあることがわかる．た
だし，粒径 D が数m 以上になると，初期降
伏応力 y は 1/2D に逆比例する傾向にあり，い
わゆる Hall-Petch の関係がほぼ成り立つこ
とがわかる． 
(3) GN 転位の自由エネルギー式(1)に基づく
Gurtin のすべりこう配理論を陰解法に基づ
いて有限要素離散化し，周期配列した六角形
結晶粒の有限要素解析を行った．結晶粒は，
図２に示すように一つのすべり系を有し，巨
視的せん断ひずみ

31E を受けるとした．結晶
粒の大きさ L は，1m，5m，100m の３通り
とし，材料パラメータには銅の代表的値を用
いた．この結果，巨視的降伏応力 y は，図３
に○印で示すように L の増加とともに減尐
した．この図には，本研究で導いた予測式 
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の結果も実線で記入されており，有限要素解
析の結果と大変よく一致していることがわ 

 
かる．図４(a), (b)は，上述の解析により得
られた高次応力 ( ) の大きさと方向の分布を
示しており，中心部では，円形結晶粒の場合
の解析的結果と一致した結果が得られてい
る． 
(4) GN転位の自由エネルギー式(1)を Gurtin
のすべりこう配理論に適用し，図５(a)に示
すような２次元モデル多結晶が

2x 方向に単
軸負荷を受ける場合を解析した．各結晶粒は
図５(b)のように要素分割した．この結果，
逆負荷のもとでの巨視的応力‐ひずみ曲線
が異常な形となった（図６(a)）．そこで，GN
転位の累積密度 ( )

G

 を導入し，式(1)を 
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と修正したところ，巨視的応力‐ひずみ曲線
は図６(b)に示すように通常観察される形と
なった．このことから，逆負荷の場合には GN
転位の累積密度 ( )

G

 を考える必要性がある
と言える． 
 本研究の成果は，国際会議での Plenary 
Lecture や Keynote Lecture として発表し，
大変注目された．本研究では，転位間の相互
作用を簡単のため無視したが，今後このよう
な相互作用を考慮した研究が発展すると予
想される． 
 

 

図１ 初期降伏応力の粒径依存性に関する
予測結果と実験結果の比較 

 

 

図２ 単一すべり系を有する六角形結晶粒
の形状と要素分割 

 

図３ 六角形結晶粒が巨視的せん断ひずみ

31E を受ける場合の巨視的降伏応力
と粒径 L の関係 

 

 

図４ 六角形結晶粒内での高次応力 ( ) の
大きさと方向の分布 
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   (a) ２次元多結晶モデル  (b) 各結晶粒の要素分割 

図５ 二重すべり系を有する六角形結晶粒
からなる２次元多結晶モデル 

 

 

(a) 式(1)に基づく場合 

 

(b) 式(4)に基づく場合 

図６ 単軸負荷を受ける２次元多結晶モデ
ルの巨視的応力‐ひずみ曲線 
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