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研究成果の概要： 
本研究では,悪条件の線形逆問題の新しい解法を目標とし,「低階数行列の中で最適な推定行列と
は何か」を検討している. まず, 本研究の準備として「最小分散不偏推定行列(BLUE: Best Linear 
Unbiased Estimator / Gauss-Markov estimator)」の考え方に倣い, 「(一様)不偏推定行列」を
最良近似する低階数行列「擬似不偏推定行列」を定義するとともに,全ての「擬似不偏推定行列
」の中で「最小の分散値」を達成する「最小分散低階数擬似不偏推定行列」の一形式を導くこと
に成功している(ICASSP2006). 次に`Trace Optimization'の分野で知られた定理を援用するこ
とにより, 論文(ICASSP2006)の議論を再構築し,  「最小分散低階数擬似不偏推定行列(MV-PURE: 
Minimum Variance Pseudo-Unbiased Reduced-Rank Estimator)」の見通し良い表現を導くことに
成功している. また,「最小分散低階数擬似不偏推定行列」を線形制約条件の下で導くことにも
成功している. さらに,「最小分散低階数擬似不偏推定行列」の考え方を確率ベクトルの推定に
応用するアイディア(Stochastic MV-PURE: 確率的最小分散低階数擬似不偏推定)と最適な階数
設定法を提案し、実際にこれをMIMO通信システムの最適受信機に応用し、その有効性を確認して
いる．その他にもこの問題の検討過程で明らかとなった多数の関連研究課題の解決に成功してい
る． 
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１．研究開始当初の背景 
雑音の影響を受けて観測されたデータから、
その観測結果をもたらした要因を推定する
問題を逆問題という。線形逆問題は、特に観
測系が線形モデル(モデル行列と未知パラメ
ータの積にランダムな雑音が加わった形)で
表現されるとき、観測結果（観測ベクトル）
から要因（未知パラメータ）を線形推定する

問題である。線形推定値は観測ベクトルに線
形推定行列を乗じた結果として定義される
ため、未知パラメータへの２乗平均誤差 J(誤
差の２乗平均)を可能な限り小さくする線形
推定行列の獲得が主目標となる。ところが、
２乗平均誤差 Jには未知パラメータ自身が含
まれてしまうため、原理上 Jを直接最小化す
ることはできない。ガウス・マルコフの最小
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分散不偏推定法は、バイアスゼロを達成する
線形推定行列全体の中で、線形推定値の分散
の最小化を達成する線形推定行列による推
定法であり、情報通信、信号画像処理問題を
はじめ数理統計科学で広く利用されている。  
ところが、最小分散不偏推定法の線形推定値
はモデル行列の最小の特異値のマイナス 2乗
の影響が強く現れるため、モデル行列が小さ
な特異値を持つとき、劣悪な推定結果を与え
てしまう。モデル行列が小さな特異値を持つ
線 形 逆 問 題 は 「 悪 条 件 の 線 形 逆 問 題
(ill-conditioned linear inverse problem)」
と呼ばれており、最小分散不偏推定法に代わ
る数多くの推定法が開発されてきた。それら
は推定解の存在範囲を常識的な範囲に限定
する方針に基づいており、代表的なものとし
て以下の２つが知られている。第１の方法は
J.D.Riley(55),D.L.Philips(62),A.N.Tikho
nov ('63)らによって提案された正則化法で
あり、最小 2乗法のコスト関数にペナルティ
を付加し、これを最小化する方針に基づいて
いる。しかしながら、推定結果はペナルティ
の設定に強く依存し、また「最適なペナルテ
ィの決定」は原理的に不可能であることが知
られており、ヒューリスティックな方針から
逃れられない。一方、Marquardt('70)は、小
さな特異値の影響を直接除去するために「モ
デル行列を最良近似する低階数行列の一般
化逆行列(Moore-Penrose 型)」を用いる推定
法を提案している。観測雑音が白色雑音であ
るとき、Marquardt の推定法は最小分散不偏
推定法を凌ぐ推定精度を達成することが知
られており、「推定解の存在範囲を低次元部
分空間に限定する方針」の有効性が示されて
いる。ところが、「推定解の存在範囲を低次
元部分空間に限定する方針」を採用した場合、
原理的に不偏推定は実現不可能であるため、
可能な限り推定結果の分散とバイアスを抑
圧する推定法の実現は未解決であった。 
 
２．研究の目的 
Marquardt の低次元近似推定法のアイディア
は、信号処理の分野でScharf ('95)によって、
また、数理統計学の分野で Chipman ('99)に
よって形式的に一般化されている(注：
ScharfはMarquardtの結果を参照していない
ので独立と考えられる)。ところが最小分散
不偏推定法との関係は何も解明されていな
い。本研究では、「悪条件の線形逆問題」に
対してロバストな推定法を確立するために、
「推定解の存在範囲を低次元部分空間に限
定する方針」を堅持する。また、可能な限り
推定値のバイアスを抑圧した新推定法「低階
数擬似不偏推定法」を提案する。「低階数擬
似不偏推定法」は「不偏推定法」の一般化と
なっている。次に、「低階数擬似不偏推定法」
の条件を満足する全ての推定行列の中から

推定結果の分散の最小化を達成する「低階数
最小分散擬似不偏推定法(Minimum Variance 
Pseudo Unbiased Low Rank Estimator)」の
構成問題を考える。「低階数最小分散擬似不
偏推定法」は、「最小分散不偏推定法」の自
然な一般化であり、低次元推定法の中では理
想的な推定法となる。また、新しい低階数推
定法の中で Marquardt の推定法や Chipman の
推定法の位置付けを明らかにする。これらの
課題は「低次元近似推定法の考え方」を正し
く理解し、その発展を目論む研究者にとって
は極めて自然な問題設定であるが、階層構造
を持つ非凸制約付き最適化問題となるため、
ほとんど未踏である。本研究は「低階数擬似
不偏推定法」と「低階数最小分散擬似不偏推
定法」を確立することによって、世界ではじ
めて理想的な低階数推定法の実現を目指す
研究となる。 
 
３．研究の方法 
初期検討(IEEE ICASSP2006, Toulouse, May 
2006 で発表済)によると 2 つの固有値問題を
順番に解決することによって特別な最小分
散擬似不偏低階数推定行列が実現できるは
ずである。これは「全ての低階数擬似不偏推
定行列のパラメータ表現を利用して最小分
散値を達成するパラメータを特定する方針」
に基づいている。本研究も同様の方針に従う
が、最も自然な「擬似不偏低階数推定行列の
定義」を与えると共に「全ての最小分散擬似
不偏低階数推定行列」を求めることが中心的
な課題となる。擬似不偏行列を行列の
Frobenius ノルムの尺度で定義する場合には、
低階数近似行列に関する Schmidtの定理を用
いてパラメータ表現を導くことができる。一
方、擬似不偏行列を無限個ある他の行列ノル
ムの尺度で定義する場合には,「低階数擬似
不偏推定行列全体の集合」は行列ノルムに依
存してしまい、どの行列ノルムを選択するか
によって擬似不偏行列と低階数最小分散擬
似不偏推定行列の定義は異なってしまう。こ
の難点を解決するために、本研究では「ユニ
タリ不変ノルム族」に属する全ての行列ノル
ムを同時に最小化する同時最良近似問題を
検討している。この同時最適条件を満たすも
のを「(理想的な)擬似不偏推定行列」として
定義することにした。さらに、「全ての低階
数擬似不偏低階数推定行列の中で推定値の
最小分散値を達成するものを低階数最小分
散擬似不偏推定行列」の定義とした。 
 
４．研究の成果 
(a) 「ユニタリ不変ノルム族」に属する全て
の行列ノルムを同時に最小化する「(理想的
な)擬似不偏推定行列全体」が実は「フロベ
ニウスノルムの尺度で定義した擬似不偏推
定行列全体」に一致することを示すことに成



功した。これにより、本質的に初期検討結果
で得ていた擬似不偏行列全体のパラメータ
表現がそのまま利用できることがわかった。
さらに J. von Neumann や Theobald らのトレ
ース最適化理論の諸定理を駆使することに
より、パラメータ表現を簡易化できることが
わかった。 
(b)(a)で得られたパラメータ表現に、Rao や
Mitra の行列方程式の可解性に関する古典的
な定理を用いることにより、最小分散擬似不
偏低階数推定行列の一般表現を導くことに
成功した。 
(c)雑音モデルが白色雑音である場合、提案
する最小分散擬似不偏低階数推定行列は
Marquardt の推定行列に一致することがわか
った。更に、雑音モデルが有色雑音である場
合には、最小分散擬似不偏低階数推定行列は
Chipman の低階数推定行列に一致することも
示された。さらに、最小分散擬似不偏低階数
推定行列に線形制約を課した線形制約付き
最小分散擬似不偏低階数推定行列を導き、階
数制限を課さないとき、Chipman の線形制約
付き最小分散不偏推定行列に一致すること
を明らかにした。これにより、最小分散擬似
不偏低階数推定行列(MV-PURE)が多くの最適
推定行列をその特別な場合として含む極め
て自然な推定法となっていることが明らか
になった。 
(d) 最小分散擬似不偏低階数推定行列
(MV-PURE)を悪条件の線形逆問題(画像復元
問題)に応用例を示し、極めて優れた推定結
果が得られることを明らかにした。 
(e) 未知パラメータが確率変数ベクトルで
あり、観測ベクトルとの相関行列が既知であ
れば未知バラメータと推定値の２乗平均誤
差を線形推定行列の２次関数として表現可
能であり、その最小値は周知の Wiener フィ
ルタによって達成される。ところが、Wiener
フィルタは、モデル行列の誤差の影響に脆弱
となり、無歪み制約条件を課した２乗平均誤
差最小化によってモデル行列の誤差にロバ
ストな推定が得られることが経験的に知ら
れている。本研究では、最小分散擬似不偏低
階数推定法の考え方を応用し、低階数条件を
課した上で可能な限り無歪み制約条件を満
たすとともに、更に２乗平均誤差の最小値を
達成する低階数行列を与え、極めてロバスト
な推定(Stochastic MV-PURE)を実現すること
に成功している。実際に、Stochastic MV-PURE
を MIMO 無線通信の最適受信問題に応用し、
極めて優れた受信機が実現されることを明
らかにした。 
(f) その他、MV-PURE, Stochastic MV-PURE
を応用した多くの関連研究の成果が得られて
いる． 
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