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研究成果の概要（和文）：局所環の重複度の理論は可換環論における古典的理論として重要な役

割を果たしてきたが，適用できるイデアルは極大イデアルのベキ乗を含むものに限られていた．

そこで「j-重複度」という，より一般化された不変量が導入されたのだが，具体的に与えられ

たイデアルに対してその値を計算することには多く困難が伴っていた．本研究ではこの問題に

取り組み，実用的な計算法を確立することができた． 

 
研究成果の概要（英文）：Although the theory of multiplicity of local rings is very important 
as a classical theory in commutative algebra, but it can be applied to only ideals 
containing some power of the maximal ideal. Hence a generalized invariant named 
“j-multiplicity” was introduced. However, it was really difficult to compute its value. 
In this research, we established a practical method for computing the j-multiplicity of 
a given ideal. 
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１． 研究開始当初の背景 

極大イデアル m を持つ局所環 A の m-準素
イデアル I に対して定まる重複度 e(I) は可
換環論における古典的な不変量として知ら
れ，多様な研究の中で有効な道具として用い
られてきたのであるが，1993 年に Achilles

と Manaresiは Iが m-準素でない場合にも重
複度に相当する理論の構成を目指し，新しい
不変量 j(I) を導入した．その不変量は現在で
は「j-重複度」と呼ばれ，いくつかの興味深
い結果が既に報告されている． 

しかし，その理論を古典的な重複度に関す
るものと比べると，まだまだ深さという点で
大きく見劣りすると言わざるを得ない状況
であり，さらなる発展が期待される未開拓な
分野であると思われた． 

 

 

２．研究の目的 

この研究では，与えられたイデアル I に対
して j(I) を計算する為の実用的方法を確立
し，j-重複度の理論を従来の重複度に関する
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ものと比肩し得るレベルまで発展させるこ
とを目的とした． 

j-重複度の計算方法がある程度確立されれ
ば，次のステップとして「どの様な応用があ
るか？」が問題となる．例えば，j(I)の値が小
さい場合に，A と I に対して如何なる制約が
生じるかを調べることは重要な問題である
し，何らかの特別なイデアル I については j(I)

の値から A の重要な環論的性質を導くこと
も可能であろう．j-重複度の理論を研究する
意義は，その様な方向で良い結果が期待され
るということにあり，具体的な計算方法を見
出す作業は，その結果を応用する上で必要不
可欠なことである． 

 

 

３．研究の方法 

局所環(A, m )の Krull 次元が d > 0 で I が
m-準素のとき，有限生成 A-加群 M の I に関
する重複度 e(I, M)は 

(d - 1)! / nd-1 ∙ℓA(InM / In+1M) 

で n→∞としたときの極限値として定義され
る．但し，ℓA( * )は A-加群 * の長さを表して
いる．特に e(I, A)は e(I)と書くことにする． 

この不変量は多くの優れた性質を持ち，可
換環論や代数幾何学の中で重要な役割を果
たしてきた．例えば，環 A の正則性を e(m) = 

1 であるかどうかで判定することや，A の
Cohen-Macaulay性をパラメーターイデアル
Q に関する等式 e(Q) = ℓA(A / Q)を通して調
べるということが可能である． 

このように重複度は大変便利な不変量であ
るので，それに相当する概念が，必ずしも
m-準素でないイデアル Iに対して確立されれ
ば，可換環論に大きな進展をもたらすことが
期待される．j-重複度 j(I, M)はその様な要請
に応える形で登場してきた不変量の１つで
あり，次の様な値 

(d - 1)! / nd-1 ∙ℓA(H0(InM / In+1M)) 

を n→∞としたときの極限値として定義され
る値である．但し，H0( * )は A-加群 * の m

に関する 0次局所コホモロジー加群を表して
いる．又，j(I, A)は j(I)と書くことにする． 

容易に分かる様に，Iがm-準素の場合には， 

任意の n に対して 

H0(InM / In+1M) = InM / In+1M 

となるので，j(I, M) = e(I, M)が成り立つので
ある．さらに，こうして定義された j-重複度 
は古典的な重複度と共通した性質をいくつ
か持つことが知られている． 

例えば，A-加群の完全列 

0 → L → M → N → 0 

が与えられれば 

j(I, M) = j(I, L) + j(I, N) 

が成り立ち，これから j-重複度についての加
法公式が従うことが分かる．又，A が
quasi-unmixed であるという条件の下では， 

I に含まれるイデアル J が I の reduction と
なる為には，J ⊆ I であってかつ I を含む任
意の素イデアル P に対して j(IRP) = j(JRP)と
なることが必要十分であることも示されて
いる． 

この様に j-重複度についてはいくつかの優
れた性質が既に見出されているのだが，その
一方で，具体的に与えられたイデアルに対し
て j-重複度を計算する方法に関しては，あま
り良い方法が確立されていないというのが
現状であった．唯一，j-重複度をある加群の
長さとして与える公式は知られていたが，環
やイデアルに強い条件を仮定した下での結
果である為，もっと一般的な状況での公式が
強く求められていた． 

j-重複度の計算を実行するには，如何にし
て dの値が小さい場合へ帰着させるかが問題
となってくるのだが，それは I の「一般的」
な元 a を取り，剰余環 A / aA に移行するとい
う議論でクリアされる．「一般的」な元を取
って問題をより単純な場合に還元させると
いう技術は古典的な重複度の理論で盛んに
用いられてきたのだが，j-重複度の研究にお
いても基本的なアイディアの１つとして採
用されている．しかし，先行する研究では I

の元 a の取り方がどの程度「一般的」であれ
ば良いかが明確になっておらず，非常に強い
仮定の下でのみ j-重複度の公式の成立が知ら
れていた． 

この研究では，I の元 a に必要とされる「一
般性」をぎりぎりまで追求することにより， 

任意の局所環 A と任意の有限生成 A-加群 M

に対して，I に何ら条件を付することなく j(I, 

M)を計算する為の公式を与えることを目指
した． 

 
 
４．研究成果 
(1) 2007 年度の成果 

主に基礎的部分の整理に充てた．まず最初
に，今回の研究課題の方向性を十分に意識し
ながら，既に知られている結果の見直しを行
い，改善すべき点を確認した．又，j-重複度
の定義についても再検討してみた．実は，
Achilles と Manaresi が 与 え た 定 義 と
Flenner, O'Carroll及び Vogelが与えた定義
は，同じ値を持つ不変量にはなるものの見か
け上は異なっているのである．後者は前者の
6 年後に発表された論文に書いてあるのだが， 
その間にどのような試行錯誤が行われたの
かを調べ,その上で，我々の目的の為にはど
の様な定義を採用することが最良であるか
を慎重に判断した．その結果，まず局所環 G0

上の次数付環 
G = ⊕n≧0 Gn  

で G = G0[G1]なるものが与えられたとき,各
Gnの G0-加群としての 0 次局所コホモロジー



 

 

加群を用いて j-重複度 j(G)を定義し，局所
環 Aのイデアルに対しては，随伴次数環 

grI A = ⊕n≧0 I
n / In+1 

を通して j(I)を定義するのが最良なのでは
ないかという結論に至った．即ち 

j(I) = j(grI A) 
と定めるのである．その結果 j(G) = j(G / fG)
をみたす斉次元 f ∈ G1はどの程度「一般的」
であれば良いかという問題をより柔軟な状
況で議論することができ，明確な解答を出す
ことができた． 
 
(2) 2008 年度の成果 
a∈I を「一般的」にとり，j(I, M)の計算

を剰余加群 M/aMに関する j-重複度 
j(I, M/aM) 

の計算に帰着する方法を探った．勿論，a を
「一般的」にとれば，a は I の上表元であっ
てさらに M に関する I の minimal reduction 
の極小生成系の一部となる．その結果，I と
Mの組についての多くの情報が Iと M/aMの組
に遺伝し，さらに M/aMに関する Iの anlytic 
spread は M に関する I のそれよりも小さく
なる． 

この年度の研究では，任意の局所環 Rと任
意の有限生成 R-加群 M に対して，イデアル I
に何ら条件を付することなく j-重複度 j(I, 
M)を計算する為の公式を与えた． 

M の次元が d > 0 であれば，Iの中から d - 
1 個の「一般的」な元 a1, … , ad-1をとり，
それらから定まる R-加群 

M / ((a1, … , ad-1)M : I
∞) 

の長さを測る形で記述することができるの
である． 
 

(3) 2009 年度の成果 
前年度までの研究により，局所環 R におい

て与えられたイデアル Iの j-重複度を具体的
に計算するには，I の d - 1 個の「一般的」
な元をとり，それらから定まるある R-加群の
長さを測れば良いことが分かった． 
この年度は，その公式を具体的なイデアル

に適用して j-重複度の計算を実行してみた． 
「一般的な元をとる」という言葉は非常に論
理的・抽象的な表現であって，具体例におい
てそれを実行することはある程度の困難が
予 想 さ れ た の だ が ， 例 え ば 3 次 元
Cohen-Macaulay局所環 Sのパラメータ系 x, y, 
z をとり，剰余環 

R = S / (x2 - yz)S 
においてイデアル I = (x, y)R を考えると，
j(I)は S / (x , y, z)Sの長さに一致するこ
とが分かった． 

この結果は S が m = (x, y, z)S を極大イ
デアルにもつ正則局所環の場合には j(I) = 1 
となることを示しており，極大イデアルと異
なるイデアルであっても j-重複度が 1となり

得る事は大変興味深い． 
また，形式的ベキ級数環 R = K[[ x, y, z ]]

において space monomial curve： 
x = tk, y = tℓ, z = tm 

の定義イデアルを Pとする（即ち，環の準同
型写像  
f : K[[ x, y, z ]] → S = K[[tk, tℓ, tm]] 

(f(x) = tk , f(y) = tℓ , f(z) = tm) 
の核を P とする）と j(I) は 
min{ ℓS(S/ω) | ωは Sの正準イデアル} 

に一致することが分かった． 
 
(4)2010 年度の成果 
この年度の研究では前年度までに得られ

た結果を踏まえ，j-重複度を計算することの
意義を明らかにした．(a1, … , ad-1) : I

∞

による剰余環の長さを測るということが持
つ意味の考察を通し，例えば，j(I)の値が小
さいときには Rと Iにどのような制約が生じ
るかを調べた．さらに，特殊なイデアル I に
対する j(I)の値から Rの環論的性質を引き出
すことなどについて一定の結果を得た． 
又，これまでに完成した理論を再検証する

ことにより，研究代表者が以前の研究で到達
した内容を別の観点から再確認することが
できた．その結果として，さらに前進する為
の展望も開けてきたと認識している． 
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