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研究成果の概要：頂点作用素代数 V の表現を調べるために，高次 Zhu 代数と呼ばれる非可
換環上の加群を V の表現に持ち上げる際に用いられる加群の表現論的な構成方法を考案した。
また，頂点作用素代数のフィルター付けやリーマン面上の共形場理論の構成に必要となる複素

幾何的な諸結果を整理し，一定の知見を得た。さらに，共形デザインの概念と頂点作用素代数

の対称性との関係を論じ，頂点作用素代数の更なる研究への手がかりを得た。 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 頂点作用素代数は，1986 年に定式化さ
れたある種の代数系であり理論物理学の模
型の一つである二次元共形場理論に現れる
作用素積展開の概念を抽象化したものと捉
えることができる（[Bo], [FLM]）。頂点作用
素代数 V に対して，その表現（あるいは V-
加群）の概念が定義される。頂点作用素代数
の既約表現の同型類の集合は Zhu 代数と呼
ばれる非可換環 A(V) の既約加群の同型類の
集合でパラメトライズされる。また，これを
精密化した高次 Zhu 代数 An(V) の理論も
重要である（[DLM]）。 
 頂点作用素代数 V の表現のなすアーベル

圏が半単純であるとき，頂点作用素代数 V 
は有理的であると呼ばれる。一方，頂点作用
素代数 V に対して Zhu の有限性条件と呼
ばれる条件が知られている（[Zh]）。有理的
な頂点作用素代数 V が Zhu の有限性条件
を満たすとき，V の表現の指標はモジュラー
不変性を示すなど，良い性質を持つことが知
られている。 
最近では有理性を仮定せずに Zhu の有限
性条件だけから重要な結論を得ようという
方向で盛んに研究が進められている。特に，
その方向で共形場理論を構成し，それを利用
してモジュラーなテンソル圏の理論への応
用を得ることは重要な課題である。研究代表
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者は，共同研究者とともに，このような観点
を念頭に置いて研究を進めてきた。 
(2) このような状況のもと，2006年までに，
頂点作用素代数の理論にいくつかの新展開
があった。実際，研究代表者らは予稿 [MNT] 
において，頂点作用素代数の普遍展開環を利
用して適切な表現の圏を定式化し，それがア
ーベル圏として良い性質を持つために頂点
作用素代数が満たすべき有限性条件を普遍
展開環の言葉で与えることに成功した。さら
に，この有限性条件の下で，普遍展開環から
有限次元代数の帰納系を標準的に構成し，頂
点作用素代数の表現の圏とこうして得られ
た有限次元代数の上の加群の圏が圏同値に
なることを示した。 
(3) その後，カリフォルニア大学サンタクル
ズ校の Dong 氏らは，若干の追加的な条件の
下で，頂点作用素代数が有理的であるための
必要十分条件は Zhu 代数が半単純となるこ
とであるとする共同研究の予稿 [DJ1] を発
表した。この Dong 氏らの研究においては，
高次 Zhu 代数 An(V) の上の加群をテンソ
ル積によってV-加群に持ち上げるため，ある
(Am(V),An(V))-両側加群が構成されている。
この研究を [MNT] のように頂点作用素代数
の普遍展開環の枠組みでとらえ直すことに
より，より一般的な理論を構築できるのでは
ないかと強く期待された。 
(4) 上記とは趣が異なるが，内在的に関連が
あると考えられるいくつかの新展開もあっ
た。その一つ目は，研究代表者が 2001 年に
発表した論文 [Ma] で考案した方法を改良
し一般化する研究 [Tu] および [Ho] であ
り，二つ目はムーンシャイン加群の一意性を
やや強い条件下で証明する研究 [LY] であ
り，最後の三つ目は，モンスター以外の散在
型単純群を「構造を持つ」頂点作用素代数の
自己同型群としてとらえ，そのムーンシャイ
ン現象を調べる研究 [Du] である。 
 
２．研究の目的 
本研究は，上記のような新しい方法論に基づ
いて，頂点作用素代数の表現論をさらに発展
させ，それによって，関連する諸概念を整理
統合し，未解決の問題に対するアプローチを
探ることを目的とする。 
具体的には，Dong 氏らが構成した両側加
群を，普遍展開環を利用して再構成し，頂点
作用素代数の有理性と Zhu 代数の半単純性
の間の関係について，自然な形で理解するこ
とを目指す。 
このほか，文献 [Ma], [Ho], [Tu], [LY], 
[Du] で行われた諸研究の相互の関係を調べ，
未解決問題の解決への糸口を得ることを目
指す。 
これらの研究は一見すると互いに何の関
係もないようにも見えるが，そもそも研究代

表者のかつての研究 [Ma] の動機の一つは
ムーンシャイン加群の一意性予想への取り
組みにあり，またいまひとつはモンスター以
外の興味深い群を自己同型群に持つような
頂点作用素代数を探す試みにあった。そして，
研究 [LY] において，頂点作用素代数のテン
ソル積の理論が有効に用いられているので
ある。こうした事情に鑑みれば，これらの研
究には何らかのつながりがあると考えるの
が自然である。 
 
３．研究の方法 
(1) Dong 氏らの構成した (Am(V),An(V))-両
側加群の普遍展開環を利用した再構成を行
うため，論文 [DJ1] を読み解き，Dong 氏ら
の加群と研究代表者らが論文 [MNT] で与え
た幾つかの加群とを比較した。また，[DJ1] 
で用いられた加群の別構成を探った。さらに，
有理性と Zhu 代数の半単純性との関係につ
いての考察を行った。その際には，有理性が
問題となる具体例の筆頭であるＷ代数につ
いての考察するため，有理性についての研究
を進めてきた連携研究者の安部利之氏や，Ｗ
代数の専門家である連携研究者の荒川知幸
を交えて議論を重ねながら考察を行った。 
(2) 頂点作用素代数の有理性と Zhu の有限
性に関する統一的な理論の構築を目指して
予稿 [DJ2] を読み解き，論文 [MNT] で行っ
た構成法との比較検討を行った。さらに，安
部氏は Zhu の有限性条件を満たすが有理
的ではない頂点作用素代数の例について研
究しているので，安部氏とともに [DJ2] の
結果に対する反例の探索を行った。 
(3) Zhu 氏によって与えられて広く流布して
いる有限性の定式化では，有限性条件は頂点
作用素代数のある種の商空間の有限次元性
としてとらえられている。しかし，この形で
は物事の本質をとらえにくいという欠点が
あるので，カイラル代数に関する書籍 [BD] 
などの関連する文献を読み解きつつ，本研究
の方法論との関係を探った。そのため，この
問題に関心を持っている連携研究者の荒川
知幸氏と打合せを行った。その結果，普遍展
開環のフィルター付けのとり方を変えて得
られる結論を探ることが重要であると考え
られたので，ポアソン代数やシンプレクティ
ック幾何学などの方法論を調査しつつ，本研
究の方法論との関係を探った。 
(4) 連携研究者の永友清和氏と議論を重ね
つつ，頂点作用素代数に附随するリーマン面
上の共形場理論を構成するために必要とな
る諸結果について検討を加えた。また，カリ
フォルニア大学サンタクルズ校の Geoffrey 
Mason 氏とアイルランド国立大学ゴールウ
ェイ校のMichael Tuite 氏を招聘し，彼らの
研究手法との比較を行った。 
(5) カンザス州立大学の Gerald Hoehn 氏を



 

 

招聘し，Tuite 氏による頂点作用素代数の公
理をシステマティックに用いる計算方法と
Hoehn 氏による共形デザインの概念とを組
み合わせることによって，対称性の高い頂点
作用素代数に関する研究代表者が論文 [Ma] 
で得た研究成果の一般化と精密化に取り組
んだ。また，Tuite 氏招聘の機会を利用する
とともに，台湾国立成功大学の林正洪氏を訪
問し，愛知教育大学の山内博氏とも議論を行
うなどして，論文 [Ma], [Tu], [Ho] の基礎
となる概念を比較し，具体的な頂点作用素代
数への応用を試みた。 
 
４．研究成果 
(1) 研究代表者はDong 氏らが [DJ1] で構
成した(Am(V),An(V))-両側加群の普遍展開
環 U(V) による構成方法ならびに表現論的
な構成方法を得た。ここで，表現論的な構成
方法は次のようなものである。すなわち，高
次 Zhu 代数 Am(V) に対して，ヴェルマ型の 
V-加群 Mm(Am(V)) を考え，その n 次斉次成
分から m 次斉次成分への線型写像であって，
V の作用から来るもの全体のなす空間を考
える。すると，これらをうまく直和したもの
がしかるべき普遍性を持つことがわかるの
で，ここれによって Dong 氏らの加群が得ら
れたことになる。 
このことは，Dong 氏らが論文 [DJ2] で行
った議論が，(Am(V),An(V))-両側加群の具体
的な構成方法にはよらず，既知の表現論に基
づいて行われ得るものであることを示して
おり，論文 [DJ2] の理論展開の本質を理解
することにつながったと考えられる。 
(2) 連携研究者の安部利之は，頂点作用素代
数の上の加群に附随する両側加群の高次 
Zhu 代数の場合への一般化を行った。 
これを普遍展開環の見地から記述して応
用することは，研究代表もすでに試みている
ところであるが，引き続き研究を進めていく
必要がある。 
(3) 連携研究者の荒川知幸は，ある種のフィ
ルター付けが，頂点作用素代数上では異なる
が，普遍展開環にまで持っていくと同じにな
ることを見いだした。また，頂点作用素代数
の有限性の定式化についても一定の知見を
得た。 
これらは頂点作用素代数の理論における
基本的な研究成果であって，フィルター付け
や有限性条件の代数的な性質とリーマン面
上の共形場理論の構成との整合性を調べる
ことが今後の課題となる。 
(4) 研究代表者は連携研究者の永友清和と
協力して，頂点作用素代数に附随するカレン
ト・リー代数をリーマン面上で構成するため
に必要となる複素幾何的な知見を整理した。
また，加群に附随する余真空の層の連接性を
考察するために必要となる複素幾何学的な

知見を整理した。 
ここで得た知見は新しい結果ではないが，
リーマン面上の共形場理論を論ずる際に明
記された文献は見当たらず，あるいは見過ご
されてきた論点であるようにも思われ，今後
の研究につながっていくことが期待される。 
(5) 研究代表者は愛知教育大学の山内博氏
と協力して，研究代表者が [Ma] で定式化し
た概念ならびにTuite 氏が [Tu]で用いた概
念と Hoehn 氏が定式化した共形デザインの
概念の間の関係を明確にした。 
これは，古典的なデザインの理論や球面上
のデザインの理論で知られている諸結果の
頂点作用素代数における類似を考える際に
有用となるものと思われる。 
(6) 研究代表者は，連携研究者の荒川知幸氏
との打ち合わせを通じて，Ｗ代数と有限Ｗ代
数の関係を念頭におき，有限Ｗ代数における
諸結果の頂点作用素代数における類似が成
立するかどうかに注意して研究を進めては
どうかとの示唆を得た。それには，シンプレ
クティック幾何学を援用しつつ研究するこ
とが重要となってくるように思われる。この
点については，継続して研究を実施し，発展
させていきたいと考えている。 
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