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研究成果の概要（和文）： 

ベーテ仮説法に起源を持つ関数方程式である T-system および Y-system と団代数の関係を明ら

かにし、さらに団代数の定式化を用いて、２０年の間未解決であった Y-system の周期性および

付随する dilogarithm 恒等式の証明を与えた。また、団代数に関するさまざまな定理および性

質を明らかした。 

 
 
研究成果の概要（英文）： 
 We clarify the relation between cluster algebras and the T- and Y-systems, which are 
functional equations originated from Bethe ansatz method. Using the cluster algebraic 
formulation, we prove the periodicities of Y-systems and the associated dilogarithm 
identities, which have remained as conjectures for twenty years. We also clarify various 
theorems and properties of cluster algebras. 
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１．研究開始当初の背景 
量子可積分系における中心的な方法として
ベーテ仮説法がある。数学的には厳密性に欠
ける議論が含まれるが、それにより、多くの
数学的な帰結や知見が得られてきた。一例と
して、熱平衡条件である熱力学的ベーテ仮説
方程式から得られる Y-system やそれに付随
する dilogarithm 恒等式が挙げられる。これ
らの数学的な帰結はその微視的な量子群構
造とはある意味独立にまたさまざまな代数

構造を持つことが知られている。このような
ベーテ仮説の数理に関するさまざまな視点
からの包括的な研究を行うことは大変興味
深くかつ重要な問題である。 
 
 
２．研究の目的 
本研究の当初の目的は、q 指標と有限結晶基
底という量子群の表現論的問題と、スピン鎖
型の量子可積分系におけるベーテ仮説法と
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の関連をお明らかにすることであった。 
２００７年度の研究において団代数とのベ
ーテ仮説法との関連の重要性が明確になっ
てきたため、２００８年度以降は、さらに、
Q-system、T-system、Y-system、団代数、団
圏、トロピカル幾何、双曲幾何を含めた「ベ
ーテ仮説」を構成する世界のより包括的な理
解を目指した。 
 
 
３．研究の方法 
可積分系模型に起源を持つ様々な具体的数
理現象とその背後にある量子群や団代数な
どの代数的構造の双方の側面からの研究を
行うことにより、可積分模型においては数学
的に厳密な定式化と証明を目指し、また一方、
代数的構造においては新現象の発見とその
証明を目指し、相互に研究を進展させる方法
を採る。 
 
 
４．研究成果 
本研究において、ベーテ仮説法に起源を持つ
関数方程式である T-system および Y-system
と団代数の関係を明らかにし、さらに団代数
の定式化を用いて、２０年の間未解決であっ
た Y-system の周期性および付随する
dilogarithm 恒等式の証明を与えた。また、
団代数の周期に付随するdilogarithm 恒等式
を古典および量子の場合に定式化し、またそ
の間の関係（半古典極限）を明らかした。そ
の他、さまざまの団代数に関する定理および
性質を明らかにした。 
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