
 

様式 C-19 

科学研究費補助金研究成果報告書 

 

平成 21 年 5 月 10 日現在 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
研究成果の概要：対称群のモジュラー表現論を非線型微分方程式系に応用することを念頭に置

いて研究をおこなった．対称函数の空間の新しい基底を導入し，シューア函数をこの混合基底

で展開した時の係数が整数になることを発見した． 

 

交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2007 年度 1,800,000 540,000 2,340,000 

2008 年度 1,600,000 480,000 2,080,000 

年度  

年度  

年度  

総 計 3,400,000 1,020,000 4,420,000 

 
研究分野：表現論，組合せ論 

科研費の分科・細目：数学 4101 代数学 

キーワード：対称群，シューア函数，ブラウアー・シューア函数，混合基底，単因子  

 
１．研究開始当初の背景 
 

 ソリトン方程式とは「ソリトン」と呼ばれ

る特殊解をもつ非線型可積分系の総称であ

る．KdV 方程式は古くから有名であるが，こ

の KdV 方程式と代数幾何学との関係は 1970

年代に問題にされ現在に至るまで研究が続

いている．とくに 1980 年に佐藤幹夫が KP 理

論を発表してからは KdVを特別な場合として

含む KP 方程式，あるいは無限連立系である

KP 方程式系とグラスマン多様体の代数幾何

学が精力的に研究されている．一方，無限次

元リー環の表現論の観点から，伊達悦朗，神

保道夫，柏原正樹，三輪哲二により導入され

た B型 KP 方程式系（＝BKP 方程式系）につい

ては KP ほどには理論が整備されていないよ

うな印象を受ける．これらの方程式系は双線

型方程式，いわゆる広田方程式に書き直すこ

とにより，摂動法を用いてそのソリトン解が

求められる．広田良吾によるこの方法は単に

微分方程式の解法をあたえるのみならず，そ

の構造を深く知る上で非常に重要なものと

位置づけられる．我々はグラスマン多様体の

組合せ論，すなわちシューベルト解析と KP

方程式系，BKP 方程式系の広田表示や無限次

元リー環の表現論を３本の柱としてその関

係をさらに深く探って行きたい． 
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 ここで本研究課題に関連する私自身のこ

れまでの研究の背景を記しておく．1990 年以

降，シューア函数およびその仲間であるシュ

ーアの Q-函数について興味をもって研究し

てきている．最初の著しい成果は有木進，中

島達洋との共同研究で得られた「被約シュー

ア函数」の理論である．シューア函数（シュ

ーアの S－函数）において変数を「手で落と

した」ものがアフィンリー環の表現論でウエ

イトベクトルを具体的に記述するのに便利

であること，また対称群のモジュラー表現論

との関係などを述べたものである．同様のア

イデアはシューアの Q－函数についても適用

された．まず Qー函数を冪和対称函数たちの

多項式として表示したものは「捻られた」ア

フィンリー環の基本表現を多項式環上に実

現したときのウエイトベクトルになること

を見出した．一般に Qー函数はヤング図形で

添字付けられるが，与えられた Qー函数がど

のウエイト空間に属するかを，ヤング図形の

組合せ論を用いて明らかにした．またこの処

方箋を別のもっとも簡単なアフィンリー環

A^{(1)}_1 に適用することにより，シューア

の Sー函数と Qー函数との間の一見奇妙な興

味深い関係を発見した．対称群のスピンモジ

ュラー表現の観点から眺めることにより，ス

ピン分解行列を通してその意味を解明でき

た．この事実が発端になってスピン分解行列

そのものを研究対象と見なし始めた．標数２

の場合のスピン分解行列は正方行列になる

が，その行列式をいくつか計算してみると２

の冪になっていることに気がついた．単因子

がすべて２の冪になっている，ということで

ある．これに関しては少し後に易しい証明を

与えることもできたので短いノートを書い

た．またこれに関連して対称群のカルタン行

列の単因子についても最近面白い結果を得

たので，大阪教育大の宇野勝博と短い共著論

文を書いた． 

２５年前に佐藤幹夫は彼の KP 方程式系の

理論の集中講義において「KdV は三角形，NLS

は長方形」と標語的に話した．シューア函数

がその多項式解を与えるヤング図形の特徴

を述べたものである．KdV の方は理解しやす

いのだが，NLS（非線型シュレーディンガー

方程式）は当時の私にはまったく理解できな

かった．その数年後，ヴィラソロ代数の特異

ベクトルに関する脇本實との共同研究で長

方形のシューア函数に直接触れる機会を得

た．永年に渡り，NLS との関係が気になって

いたのだが，池田岳との研究で様子がわかり

始めた．一番簡単なアフィンリー環

A^{(1)}_1 の基本表現の「斉次ハイゼンベル

ク」というのが本質的であることに気がつい

たのだ．まずこれを詳しく考察して NLS の斉

重多項式解のすべてを求めることができた．

それが長方形のヤング図形に付随するシュ

ーア函数である．「斉次ハイゼンベルク」に

気がつけばヴィラソロ代数の特異ベクトル

との関係はすぐにわかる．２０年来の疑問が

氷解したのだった．ヤング図形のなかで最も

簡単な長方形に付随するシューア函数はい

ろいろな意味で特徴的である．A^{(1)}_1 に

限らず，A^{(2)}_2 や D^{(2)}_2 でも長方形

が登場することがわかっている． 

  
 
２．研究の目的 
 

 以上の研究をふまえて「対称群のモジュラ

ー表現から可積分系へ」という研究課題を掲

げるに至った．もちろん対称群だけに限定せ

ず同様の取り扱いのできるワイル群やヘッ

ケ環をも射程に入っているのは言うまでも

ない．通常表現に比してモジュラー表現では

可積分系との組合せ論的な関係がより鮮明

に見えてくることが期待される． 



 

 

 具体的な目標の一つはアフィンリー環

D^{(2)}_{\ell+1} の基本表現の空間を具体

的に記述することである．主ハイゼンベルク

に対応する描像はシューアの Q−函数で記述

されることがわかっているが，斉次ハイゼン

ベルクの場合はシューア函数と Q−函数のテ

ンソル積で記述されるようだ．この空間の基

底をしっかりと理解したい．二つの描像の間

の「絡み合い作用素」を明示的に書くことは

ヤング図形の組合せ論の面白い応用となろ

う．基底の変換行列の行列式が２の冪になる

のではないかという予想もあり，興味深い． 

もう一つ具体的目標がある．これはもう何

年も前から常に問題にしており，前回の申請

書にも書きながらまだ完全な理解に達して

いないことである．ヴィラソロ代数とプリュ

ッカー関係式の個数の関係．脇本實との共同

研究の際，フォック表現の形式的指標が佐藤

によるプリュッカー関係式の個数，すなわち

KP の広田方程式の個数に一致している，とい

う事実を本質的に用いた．その時は「都合の

良い偶然」といった認識だったのであるが，

やはり避けては通れない問題としてその解

明に力を注ぎたい．ヴィラソロと KP の関係

はいわゆる共形場理論として既に結実して

いるが，この個数の一致に関しては，少なく

とも私はまだ納得できない．共形場理論とは

異なる側面があるものと信じている． 

 
 
３．研究の方法 
 

 アフィンリー環 D^{(2)}_{\ell+1}の基本

表現の斉次ハイゼンベルクの描像（斉次描

像）を理解すること．この表現の主ハイゼン

ベルクの描像（主描像）は私の以前の仕事に

より，その表現空間，基底，シュバレー生成

元の作用などが完全にわかっている．基底と

してはシューアのQ−函数が取れるのである

が，斉次描像に移る時その絡み合い作用素は

ストリクトヤング図形のハードコア，ハード

クオーシェントを用いて記述されることを

示したい．特別な場合，すなわち \ell が１

のときはうまく行くことがわかっている．こ

の場合に組合せ論的な手続きを経て出来上

がる基底はシューア函数のプレシズムとQ−

函数のテンソル積である．これをとりあえず

「混合基底」と呼ぶことにする．この混合基

底を用いた長方形のシューア函数の表示式

は既に池田岳らとの共同研究で得られてい

るが，これはアフィンリー環 D^{(2)}_2 の

作用を巧みに用いて証明されるものである．

大学院生，青影一哉の協力を得て，主描像と

斉次描像の間の絡み合い作用素を実験的に

計算したところ，その「整数性」に気がつい

た．またその行列式を求めたところ奇妙なこ

とに，すべて２の冪になっている．アフィン

リー環，ひいてはKP，BKP方程式系と対称群

の標数２のモジュラー表現論との密接な関

係を暗示している．そこで今年度は，以上の

実験的事実に厳密な証明を付け，あわせてア

フィンリー環 D^{(2)}_{\ell+1} への一般

化を試みる．ストリクトヤング図形の組合せ

論的な道具立ては整っている気がするので，

リー環の詳しい構造を加味すれば満足すべ

き結果が得られるのではなかろうか．シュー

アのQ−函数はBKP方程式系の斉次多項式解で

ある．我々の混合基底がKP，BKP方程式系に

おいてどのような役割を演ずるのかを詳し

く見て行きたい．石川雅雄，若山正人による

「小行列式和公式」が重要な働きをするので

はないかというアイデアをもっている．BKP

方程式系についてはKP方程式系ほどには理

論の整備が為されていない．この組合せ論的

な側面の研究を私は自身のライフワークと

位置づけている．BKPの背後にはリー超代数

の表現論も控えている．対称群の，あるいは

その２枚の被覆群の標数２のモジュラー表

現論とリー超代数の表現論をBKPを通して解



 

 

明して行きたい，というのが長期的な研究計

画である． 

 

 
４．研究成果 
 

対称群のモジュラー表現論を非線型微分方

程式系に応用することを念頭に置いて研究

をおこなった．２被約シューア函数をシュー

アの Q函数で展開した時に現れる係数は非負

整数であることが既に知られており，

Stembridge 係数と呼ばれているが，その表

を行列の形に書いたものと，対称群の標数２

のモジュラー表現論に現れる分解行列との

類似性に気がついた．互いに「列基本変形」

で移り合うことを証明し，単因子がカルタン

行列のそれと一致することを見た．この事実

をもとにして，対称函数の空間の「混合基底」

を導入し，シューア函数をこの混合基底で展

開した時の係数が整数になることを発見し

た．この発見の萌芽はすでに前年度の研究に

会ったのだが，昨年度及び今年度の精密な研

究により，論文として報告できるくらいまで

成熟した．この混合基底はこれからアフィン

リー環の表現論や非線型微分方程式系で重

要な意味を持ってくると思う．当初は標数２

の場合だけが考えられたが，その後の研究に

より，一般の標数でも同様の混合基底が存在

することがわかった．その際，いわゆるブラ

ウアー・シューア函数がうまく機能する．シ

ューア函数と混合基底，私は二つの基底の間

の変換行列を問題にした．その行列式および

単因子について，それらが pの冪になるとい

う，非自明な結果を得た．その単因子につい

ても，つい最近よい公式が得られた．表現論

的な意味付けが今後の課題である． 
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