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研究成果の概要（和文）： 面型楕円代数Uq,p(AN(1))にホップ亜代数構造を導入して, これを楕円
量子群として定式化した. この構造に基づいて, 無限次元ダイナミカル表現の繋絡作用素を定
式化し, 準ホップ代数構造を介して得られていた結果との整合性を確認した. また, ドリンフ

ェルト多項式のテータ関数類似を定式化し, それによって有限次元既約ダイナミカル表現が一

意的に特徴付けられることを示した. N=2の場合に, 有限次元ダイナミカル表現のテンソル積表

現に対するClebsch-Gordan係数の楕円関数類似を導出し, それが 楕円超幾何級数１２V１１によっ

て与えられることを示した.  

 
 
研究成果の概要（英文）： By adding a Hopf algebroid structure to the face type elliptic 
algebra Uq,p(AN(1)) , we have formulated it as an elliptic quantum group. Thanks to this  
structure, we have formulated the intertwining operators on the infinite-dimensional 
dynamical modules and obtained a consistent result to the previous one derived by 
using the quasi-Hopf algebra structure. We also have formulated the theta function 
analogue of the Drinfeld polynomials and shown that they specify the 
finite-dimensional irreducible dynamical representations uniquely.  In the case N=2, 
we have derived the elliptic analogues of the Clebsch-Gordan coefficients for the tensor 
product of the finite-dimensional dynamical representations, and shown that they are 
expressed by using the elliptic hypergeometric series １２V１１.
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１. 研究開始当初の背景

(1) それまでの研究で代表者らは,２種類の楕円
量子群, 頂点型Aq,p(̂sln)と面型 Bq,λ(g), 及び楕
円代数 Uq,p(g) (gはアフィン リー環)を定式化
した. 楕円量子群とは, 生成元の母関数が楕円関
数を構造関数とする関係を満たす新しいタイプ
の量子群である. Aq,p(̂sln)とBq,λ(g)は,量子ア
フィン代数 Uq(g)のシュバレー生成元によって
定式化された準ホップ代数である. 一方, Uq,p(g)
は, Uq(g)のドリンフェルト生成元によって定式
化された結合代数であるが, その余代数構造は
不明であった.

(2)準ホップ代数として定式化された楕円量子群
Aq,p(̂sln)や Bq,λ(g)は, 余結合射と呼ばれる同
型対応を介してのみ余結合律を満たすが, 余結
合射の表現の構成は容易ではなく, テンソル積
表現を具体的に構成する際の障害になっていた.
一方, Felder, Varchenko, Etingofによって,ホッ
プ亜代数を余代数構造に採る楕円量子群Eτ,η(ḡ)
(ḡは単純 Lie環)の定式化がなされており, そこ
では余結合律が保持される. 代表者は楕円代数
Uq,p(̂sl2)に対して, ホップ亜代数の構造が導入
でき, それが Felder-Varchenkoらの楕円量子群
Eτ,η(sl2)の中心拡大を与えることを見出した.

(3) 超幾何関数の楕円関数類似の研究が急速に
展開され, 多変数のものまで含めて特殊関数の
楕円関数類似の研究の気運が国際的に高まって
来ている. 19世紀後半に始まった特殊関数の q-
類似の研究が, 20世紀後半に量子群の表現論に
裏付けされて “q-解析”の理論として花開いたよ
うに, 楕円特殊関数の表現論的アプローチは,楕
円量子群によって基礎付けられる “楕円-解析”
とも言うべき新しい分野の開拓につながると期
待される.

(4) 特に, Koelink-van Norden-Rosengren は
Felder-Varchenko の楕円量子群 Eτ,η(sl2) の余
表現を構成し, 余表現行列要素が楕円超幾何級
数 12V11 を用いて表されることを示した. さら
に, ∗-構造に基づいたユニタリー表現を介して,
その直交関係式を導いた.

(5) 可積分系の研究においては,そのウェイトは
世界的に見ても楕円関数型の場合へとシフトし
つつある. 三角関数型の場合に量子群が果たし
たように, 楕円量子群は,これら楕円可積分系の
代数構造を支配し, 固有値問題の解決や相関関
数などの物理量の導出に強力な枠組みを提供す
ることが期待されている.

２. 研究の目的

楕円量子群の表現論の整備を押し進めるととも
に, 古典的によく知られている “特殊関数 vs 群
の表現”という図式を楕円関数類似の場合へと推
し進め, 楕円特殊関数の表現論的理論の構築を

目指す. 具体的な研究内容は大きく次の３つに
分けられる.

(1) 楕円量子群Uq,p(g)の定式化:
楕円代数 Uq,p(̂sl2)に対してホップ亜代数構造を
導入し, 楕円量子群としての定式化を完成させ
る. さらに, 結果を他のアフィン リー環 g =
A

(1)
n , B

(1)
n , C

(1)
n , D

(1)
n の場合に拡張して,ホップ

亜代数としての楕円量子群 Uq,p(g)の定式化を
目指す.

(2) 楕円量子群の表現の整備:
ホップ亜代数構造に基づいて, Uq,p(g)の有限次
元表現のテンソル積の構造を明らかにする. ま
た, Uq,p(g)の有限次元・無限次元表現の具体的な
構成を他のアフィンリー環の場合へと押し進め
る. 特に, L-作用素の構成や, 無限次元 Uq,p(g)-
加群の繋絡作用素 (頂点作用素)の実現などを与
える.

(3) Clebsch-Gordan係数の楕円関数類似の表
現論的導出:
Uq,p(̂sl2)の有限次元表現のテンソル積に対して
Clebsch-Gordan係数 (の楕円関数類似)を導出
し, Koelink-van Norden-Rosengrenの余表現行
列との比較を行う. また, この楕円 Clebsch-
Gordan係数が満たすべき関係式を余結合律な
どの表現論的な構造から導くことを目指す.

３. 研究の方法

(1) Etingof-Varchenko によって導入され
Koelink-Rosengren によって整備されたホップ
亜代数構造を楕円代数 Uq,p(g) に適用して, こ
れを楕円量子群として定式化する. そのため
に, Uq,p(g) の RLL-関係式を利用する. RLL-
関係式は, Uq,p(̂sl2) に対しては, 神保-今野-小
竹-白石において, その高ランク版 Uq,p(A

(1)
n )

に対しては, 小島-今野で得られている. また,
g = B

(1)
n , C

(1)
n , D

(1)
n に対しては, RLL関係式を

定式化することから始める.

(2) ホップ亜代数構造に基づいて, 楕円量子群
Uq,p(̂sl2)の有限次元表現のテンソル積表現の構
造を明らかにする. 示すべきポイントは次の 2
点である.

©1 量子群 Uq(̂sl2)の場合に Chari-Pressleyに
よって示された可約性の条件の楕円類似の
定式化.

©2 Uq(̂sl2)の場合に有限次元既約表現の分類に
用いられるドリンフェルト多項式の楕円関
数類似の定式化.

(3) Uq,p(̂sl2)の有限次元表現のテンソル積が可
約な場合に, 部分加群の基底を具体的に構成し
て Clebsch-Gordan 係数の楕円関数類似を導出
する.



４. 研究成果

(1) 楕円代数 Uq,p(̂sl2) の余代数構造の解明や表
現論の整備に関して次の成果を得た.

©1 楕円量子群Uq,p(̂sl2)の定式化

まず, 双次数付け構造やモーメント射を定
めて Uq,p(̂sl2)をH-代数として再定式化し,
次いで, テンソル積構造, 余積, 対合射, 余
単位射を与えて, その余代数構造をホップ
亜代数として定式化した. これにより, 新し
い面型楕円量子群Uq,p(̂sl2)が誕生した. こ
れは, ドリンフェルト生成元による楕円量
子群の実現としては唯一の例になっている.

ドリンフェルト生成元は自由場表現という無
限次元表現との相性が良く,下の©3 の成果を可
能にしている. また, ©4 の有限次元既約表現の定
式化においても不可欠である. さらに, Uq,p(̂sl2)
の余積は余結合律を満たし,研究の背景 (2)で述
べた準ホップ代数としての楕円量子群 Bq,λ(̂sl2)
の欠点を補うものになっている.

©2 ダイナミカル表現の導入
Etingof-Varchenko に従って, Uq,p(̂sl2) の
H-代数としての表現（ダイナミカル表現）
を定式化した. これは, 係数体が Uq,p(̂sl2)
と非可換であることを許す新しい表現であ
る. また, ホップ亜代数構造を用いて, テン
ソル積表現も定めた.

©3 Uq,p(̂sl2)の頂点作用素の定式化

ホップ亜代数構造に基づいて, 無限次元の
Uq,p(̂sl2)-ダイナミカル加群上の繋絡作用素
（頂点作用素）に対して, それを定義付ける
繋絡条件を書き下した. これは RLL-関係
式を満たす L-作用素を用いて表される. こ
の条件式は, 神保-今野-小竹-白石によって,
Bq,λ(̂sl2)の準ホップ代数構造とBq,λ(̂sl2)と
Uq,p(̂sl2)の関係に基づいて導出されていた
ものと一致し, ホップ亜代数構造の準ホッ
プ代数構造との整合性が確認された.

Uq,p(̂sl2)の頂点作用素は,フュージョンRSOS
模型と呼ばれる面型可解格子模型の代数解析的
定式化において不可欠なパーツであり, その表
現論的な起源が明らかになったことで, Uq,p(̂sl2)
の表現に基づく同定式化はようやく完成をみた.

©4 有限次元既約ダイナミカル表現
ドリンフェルト生成元を用いてUq,p(̂sl2)の
有限次元のダイナミカルな最高ウェイト表
現を定め, そのテンソル積表現の構造を調
べた. 特に,ドリンフェルト多項式のテータ
関数類似を定式化し, それによって有限次
元既約ダイナミカル表現が一意的に特徴付
けられることを示した. これは, アフィン
量子群 Uq(̂sl2)の有限次元既約表現の分類

に関するChari-Pressleyの定理の楕円量子
群 Uq,p(̂sl2)の場合への拡張にあたる.

©5 楕円Clebsch-Gordan係数の導出

有限次元ダイナミカル表現のテンソル積の
部分加群の構造を調べ,部分加群のウェイト
ベクトルを陽に構成するとともに, Clebsch-
Gordan係数の楕円関数類似を導出し,それ
が楕円超幾何級数 12V11 によって与えられ
ることを示した. これによって, 12V11に表
現論的な意味付けが与えられた.

(2) 楕円量子群 Uq,p(̂sln)のホップ亜代数として
の定式化

©1 楕円代数Uq,p(̂sln)に双次数付け構造やモー
メント射, テンソル積の構造を与え, H-代
数として定式化した.

©2 Uq,p(̂sln)の L-作用素を用いて, 余積, 対合
射, 余単位射を定め, Uq,p(̂sln)をホップ亜
代数として定式化した. 特に, 対合射の定
式化に際して, L-作用素に対する量子楕円-
行列式や-小行列式を定義づけ, Lの逆作用
素の陽な表式を与えるとともに, ラプラス
展開公式の量子楕円変形が成立することを
示した.

このような高ランクへの拡張が示せたことに
より,他のアフィンリー環の場合への拡張の足が
かりが得られた. また, Uq,p(̂sln)が楕円量子群
として定式化されたことにより, そのテンソル
積表現の構造が系統的に調べられるようになっ
た. この結果は, 多変数の楕円超幾何級数の表現
論的な導出や理論付けの研究において有用であ
ることが期待される.

(3) B
(1)
N 型楕円量子群の定式化に関する成果と

して, 次のものを得た.

©1 アフィン量子代数Uq(B
(1)
N )のドリンフェル

ト生成元として含まれるN 個のボソン（単
純ルート型のボソン）から, 基本ウェイト
型のボソンを構成する方法を見出し, さら
に, そこからベクトル表現のウェイトベク
トルに相当する 2N + 1個のボソンを構成
する方法をも見出した. これらのボソンた
ちはRLL-関係式を満たすL-作用素の定式
化において不可欠な要素である. また, こ
れらの構成法は他の型のアフィンリー環の
場合へも適用できる.

©2 Uq,p(B
(1)
N )の楕円カレント（生成元の生成

母関数）を構成し, それらが満たす楕円関
数型の関係式を導出した.

©3 アフィン量子代数やA
(1)
N 型楕円量子群に対

する結果から, B
(1)
N 型の楕円量子群のL-作

用素はハーフカレントと呼ばれる楕円カレ



ントのある種の積分変換をガウス分解の形
に組み上げることで構成できると予想され
ている. この積分変換の核を決める一般的
な原理はまだ知られておらず, RLL-関係式
をたよりに試行錯誤で決めるしかない. 目
下のところ部分的に決定が進んでいる.

今後, L-作用素の構成を完成させ, 楕円量子群
Uq,p(B

(1)
N )をホップ亜代数として定式化する. ま

た, 頂点作用素や B(1)N 型変形W代数の導出
を行う計画である.

(4) 新しい方向への展開

©1 ホップ亜代数の変形理論
コサイクル条件を満たすツイスターを用い
て, H-代数の構造を保ちながらホップ亜代
数構造を変形する可能性について調べ, 基
本的に, ホップ代数 Uq(g)から準ホップ代
数Bq,λ(g)へのツイスターをベースにして,
そのようなツイスターが系統的に構成でき
る可能性を見出した. 但し, モーメント射
の変形には未だ不定性があり, H-代数の公
理の精密化も含めて検討すべき問題が残っ
ている.

©2 アフィンヘッケ環との関係
A

(1)
N 型アフィンヘッケ環を用いて楕円量子
群 Uq,p(A

(1)
N )の q-フォック空間への作用が

構成できることを見出した. これは楕円量
子群に対するある種のシューア双対とみる
ことができる. また, アフィン量子代数の
q-フォック空間上の表現は, 箙多様体の同変
K群上の表現と同値であることが知られて
おり, この対応を楕円量子群の場合へ拡張
することは, その存在が期待される対応す
る楕円コホモロジー理論の構築への手がか
りになると思われる. さらには, マクドナ
ルドの対称多項式理論の楕円関数型理論の
構築とも密接に関係してくると期待される.
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