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研究成果の概要（和文）：幾何結晶の構成は、最も単純な KR 加群の場合であるがほとんどの affine

Kac-Moody 群に対応するものについて結果を得た。tropical R 写像については、いくつかについて

具体的に構成できた。また、sl2 の場合のみではあるが、普遍的 tropical R 写像を得ることにも成功し

た。さらに、概均質幾何結晶についての判定条件を結晶基底の言葉で記述することもでき、これにより

tropical R 写像の一意性について比較的簡単に示せるようになった。イプシロン系を A 型の場合だけ

であるが、具体的に構成できた。

研究成果の概要（英文）：For most affine Kac-Moody algebras, we constructed geometric
crystals associated with the simplest KR modules. We also obtained tropical R maps
explicitly. Furthermore, only for sl(2)-case, certain universal type tropical R maps have
been constructed. As a criterion for homogeneity of geometric crystals, we showed that
the crystal obtained by the ultra-discretization is connected. By this criterion, it turns
out that we can show easily the uniqueness of tropical R maps. We got epsilon systems
of type A.
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１．研究開始当初の背景

結晶基底の理論は 1990 年代に登場し、現

在では、代数的な表現論の世界のスタンダ

ードとなっている。この結晶基底の理論がも
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ともとの研究テーマであった。結晶基底の

理論は表現論のみならず、組合せ論や数

理物理学などにも大きな影響を与えた。

2000 年になってこの理論を幾何学的な方

向から捉える理論が登場した。それが、幾

何結晶の理論であり、

幾何学のトロピカル理論や数理物理の超

離散化の方法とマッチし、世界の新しい潮

流の１つとなっている。

２．研究の目的

Affine Kac-Moody 代数と呼ばれるクラ

スの無限次元リー代数に対応する幾何

結晶を具体的に構成し、さらにその上の

ト ロ ピ カ ル R 写 像 と 呼 ば れ る

Yang-Baxter 方程式を満たす双有理写像

を具体的に構成すること。さらには、そ

うしたものの超離散化を実行し、既存の

組み合わせR写像との同一性などを調べ

る。

３．研究の方法

Affine Kac-Moody群のunipotnent 部分群上

もしくは、可積分加群上のある種の不変関数

を求めること。また、epsilon system と呼ばれ

るトロピカルR写像に対してよい振舞いをす

る関数族をもとめること。特に、ある種の

epsilon system はよく知られた小行列式で

実現できるので、計算機を使った具体的な

計算が可能になることを利用し、様々な計算

を実行した。

４．研究成果

(1)アファイン幾何結晶及びそれに付随す

るトロピカル R マップの具体的構成を行っ

た。

具体的には、アファインA~D型の無限系列

の Kac-Moody 群に対して、アファイン幾何

結晶を構成し、その超離散極限とそのラン

グランズ双対の完全結晶の極限が同型に

なることを示した。さらに、各型についてトロ

ピカル R 写像を具体的に構成することに成

功した。また、D4
(3) という例外型のアファイ

ンタイプに対してその幾何結晶を具体的に

構成した前年の結果から山根によって構成

された G２
(１) 型の完全結晶の極限が超離

散化の方法により得られることをしめした。

また、epsilon system と呼ぶある種の幾何

結晶上の有理関数の集合がよい性質をも

つこともわかってきた。特に、トロピカルR写

像に対しての普遍性と積構造が入ることを

明らかにした。

(2) ある種のトロピカル R 写像は幾何結晶

の慨均質性により一意に決定されることも

わかった。幾何結晶の概均質性とは幾何

結晶の作用素 ei による開稠密な軌道が存

在することである。我々は、正構造を持つ

幾何結晶の概均質性の判定条件が、その

超離散化として得られる結晶基底が連結

性によって与えられることも合わせて示した。

完全結晶はそれ自身及びそれらのテンソ

ル積も連結であることが知られているおり、

それにより我々が構成したアファイン幾何

結晶が概均質であることがわかり、最終的

にトロピカル R マップの一意性がわかるの

である。

また、旗多様体上の幾何結晶と冪単部分

群上の幾何結晶の同値性についてすでに

出来上がっている A 型以外の B,C,D 型に

ついても示すことができた。

（3) 五味はマルコフトレースについての研



究をより一般の場合に拡張することについ

て研究をすすめている。筱田は有限ユニタ

リー群について研究をすすめている。都築

は保形形式について精力的に研究を推進

している。
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