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研究成果の概要（和文）：可換環論は代数学の一分野である。数や函数の集合のように，加法と

乗法が定まっている空間の構造を，この 2種の演算を手がかりに解明しようとする，抽象的な

数学ではあるが，暗号理論のように，社会で実際に役に立つ内容も含んでいる。数学的には具

体的な 3課題を設定し，その解析に重点を置き，大きな成果が挙がった。 

 
 
研究成果の概要（英文）：Commutative Algebra is one of the branches of algebra, which works 

on the sets equipped with two binary operations, such that addition and multiplication, 

such as the sets of numbers and the sets of functions. The purpose is to explore the 

structure of these sets with view-point from two binary operations. This is a very abstract 

approach but it contains good applications, like cryptography, to real societies. I have 

posed three concrete problems and have been trying to solve them. I obtain rather excellent 

and big results, which I have reported in several conferences of abroad.  
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１．研究開始当初の背景 

次数環 R = R(I)に対し，X = {p | p は R

の次数素イデアルで，R+を含まない}（R+ = ∑

n>0I
ntn）とおくと，空間 X は各点 p の局所環

が 

OX,p={a/s | a, s は環 Rの斉次元で，sは p

に含まれず，a ∈ Rdeg s} 

で定まるようなスキームの構造が入る。自然

な射 f：X → Spec A は，閉集合 V(I)を中心

とする Spec A の blowing-up と呼ばれ，幾何

学的には非常に重要な対象であり，深い研究

がなされている。しかしながら，スキーム X

のアフィンコーンの（斉次）座標環である環

R = R(I)に関する研究の歴史はさほど古くな

く，70 年代末に行われた研究代表者と下田保

博の研究[1][2][3]に始まるといって，さほ

ど言い過ぎではない。 

論文[2]内では，Cohen-Macaulay 局所環 A

の極大イデアルmに関し，そのRees代数R(m)

の Cohen-Macaulay 性と Gorenstein 性が，随

伴 次 数 環 G(m) の Cohen-Macaulay 性 ・

Gorenstein 性のほかに，環 G(m)の（いわゆ

る後藤-渡辺の）「a-不変量」の挙動によって

決定されることが，初めて示されている。こ

れらの知見は今日では，池田信-N. V. Trung，

後藤-西田康二により，一般のイデアルやイ

デアルの filtrationsに関する定理に拡張さ

れ て い る 。 さ ら に ， 随 伴 次 数 環 の

Cohen-Macaulay 性・Gorenstein 性は，西田，

居相真一郎，W. V. Vasconcelos，B. Ulrich

を初めとする多くの優れた研究者によって

深く解析され，満足すべき成果が得られては

いるが，具体的に与えられたイデアル Iに対

し，その随伴次数環 G(I)の Cohen-Macaulay

性や Gorenstein 性を判定する「簡便かつ実

際的な方法」が既に確立されたかという点に

なると，評価が分かれ，不満が残らないわけ

ではない。それだけではなく，Rees 代数の

Buchsbaum 性判定については不可解な現象も

多く，その研究は，後藤・下田・西田・山岸

規則久道の研究[1], [3], [4], [5], [6], [7]

を除くと，依然，緒についたばかりというか，

満足すべき状況にあるとは言いがたい。実際，

Cohen-Macaulay 性の自然な拡張概念である

とはいえ，Buchsbaum 性には Cohen-Macaulay

性とは違って一筋縄では行かない面があり，

苦労も多いのであるが，しかしながら，隔靴

掻痒というか，これまでの研究に共通に見ら

れる弱点は，豊富な具体例がいまだ十分には

提供されていないことに起因すると，研究代

表者は考えている。 

[1] S. Goto and Y. Shimoda, On Rees 

algebras over Buchsbaum rings, J. Math. 

Kyoto Univ., 20(1980), 691-708 

[2] S. Goto and Y. Shimoda, On the Rees 

algebras of Cohen-Macaulay local rings, 

Lecture Notes in Pure and Applied 

Mathematics, 68(1982), 201-231, Marcel 

Dekker 

[3] S. Goto, Blowing-up of Buchsbaum rings, 

London Mathematical Society Lecture Note 

Series, 72(1983), 140-162 

 
２．研究の目的 

本研究の最終目標は，第一に(1) Cohen-Ma

caulay性やGorenstein性，整閉性，有理性な

ど，blow-up代数の各種環構造研究を深化させ，

これを基盤に，(2) ドイツ・ベトナム・アメ

リカなどの(PD・学生を含む)研究者との連携

の下に，広範な国際的ネットワークを組織し，

既に2回の実績があるJapan-Vietnam joint s

eminarを拡大発展させながら，「ブローアッ

プ代数の可換環論」の国際的展開を実現する

ことにある。 

 



３．研究の方法 

本研究は与えられた 3年間に，次の４課題

について成果を挙げることを目的とする。 

 

課題 （１）Cohen-Macaulay 局所環(A, m)

内の m-準素イデアル I に対し，随伴次数環

G(I)が Buchsbaum環となるための判定条件を

求めよ。 

課題（２）基礎環 Aが正則局所環のときは, 

環 A内の任意のイデアル Iに対し，Rees 代数

R(I)の Cohen-Macaulay 性と随伴次数環 G(I)

の Cohen-Macaulay 性は同値である。J. 

Lipman によって知られたこの結果を，

Buchsbaum 性に拡張せよ。 

課題（３）(A, m)は Noether 局所環，Q は

環 Aの巴系イデアルとし，I = Q :A m
n (n > 0)

とおく。 

(a) イデアル Qが Iの reduction となるた

めの条件を，環 Aと巴系イデアル Qの言葉で

記述せよ。 

(b) イデアル Qが Iの reduction になると

き，その reduction 数 rQ(I)= min{n ≧0 | 

In+1=QIn} を，環 Aや巴系イデアル Qの不変量

によって記述せよ。 

(c) イデアル Qが Iの reduction であると

き，blow-up 代数 R(I), G(I), F(I)は，どの

ような環構造を持つか。Cohen-Macaulay 環, 

Gorenstein環, あるいはBuchsbaum環となる

ための条件を，環 Aと巴系イデアル Qの言葉

で記述せよ。 

課題（４）与えられた Noether 局所環(A, m)

内で I = Q : A m とおいたとき，等式 I2=QI

が成り立つような巴系イデアル Qの汎在性を

確立し， blow-up 代数 R(I), G(I), F(I)の

環構造を解析せよ。 

 

○ 平成19年度の研究計画 

 平成19年度は，課題 (3) と課題 (4) に主

力を注ぐ。これらの課題は次の著しい結果 

(定理 1) に触発されたものであって，この

ような定理がなぜ成り立つのか（証明ではな

く）その理由を知りたいという動機に由来す

る。  

 

定 理  1 ([CHP], [CP], [CHV], [G]). 

Cohen-Macaulay局所環(A, m)内に巴系イデア

ルQをとり，I = Q:Amとおく。このとき，次の

3条件は互いに同値である。 

（１）I2 ≠ QIである。 

（２）Qは環A内で整閉である。 

（３）局所環Aは正則であり，A-加群 m/Q は

単項生成である。 

従って，Cohen-Macaulay局所環 A が正則で

ないならば，環A 内のいかなる巴系イデアル

Qに対しても等式 I2 = QI が成り立ち，環G(I)

とF(I)はChen-Macaulayである。dim A ≧ 2

ならば，Rees代数R(I)もCohen-Macaulay環と

なる。 

 

 理解を深めようとする最も標準的な姿勢

は，定理 1 内の「基礎環AはCohen-Macaulay

である」という仮定を弱め，例えばBuchsbaum

環であると仮定したら，結論にどのような変

更が必要となるかを調べることであろう。こ

の問いに端を発した櫻井秀人（研究分担者）

との共同研究[GSa1, GSa2, GSa3]に述べられ

た解を，一つの定理にまとめると，概ね下記

のようになる。 

 

定理 2 ([GSa1, GSa2, GSa3]). 重複度e(A)

≧2のBuchsbaum局所環(A, m)に対し，十分大

なる自然数n≫0をとれば，冪mnに含まれるい

かなる巴系イデアルQについても，等式I2 = QI

が成り立ち，環R(I), G(I), F(I)はすべて

Buchsbaum環となる。但しI = Q:Amである。 

 

課題 (4) は，定理 2 の知見をさらに拡張

し，Noether 局所環 A 内には一般に，イデア

ル 

I = Q :A m に対し，等式 I2 = QI が成り立つ

ような巴系イデアル Q が汎在していること，

少なくとも非常に沢山含まれていることを

証明しようするものである。局所環の内部構

造だけではなく homology 代数的な性質や，

巴系の組合せ論的な挙動が複雑に絡んだ問

題であるが，櫻井秀人との予備的な共同研究

によると，FLC 局所環については，この予想

は正しいと思われる。 
 
４．研究成果 

下記 3課題の解析に重点を置いた。 

  課題 ① 与えられた Noether 局所環(A, 



m)内でm-準素イデアルのSally加群の構造を

解析し，m-準素イデアルに随伴する各種

blow-up 代数の環構造解析の新たな指標を見

出す。 

 課題 ② 与えられた Noether 局所環(A, m)

内で巴系イデアル Qの第一 Hilbert 係数の挙

動を解析し，基礎環の Cohen-Macaulay 性と

第一 Hilbert係数の消滅性の関連を明らかに

する。また，与えられた Noether 局所環(A, m)

内で巴系イデアル Qの第一 Hilbert 係数が巴

系 Qの取り方によらないで定数となる，従っ

て環 Aの不変量となる様な局所環の挙動を解

析し，基礎環の Buchsbaum 性と第一 Hilbert

係数の定置性の間の関連を明らかにする。 

環太平洋アジア数学者会議（オーストラリ

ア 7 月）と開催された V. W. Vasconccelos

記念研究集会（ブラジル，8 月）で，課題②

に関して得られた成果を発表した。課題①②

について，第 31 回可換環論シンポジウムで

も成果発表講演を行った。また，IMVAST 

（ Institute of Mathematics, Vietnamese 

Academy of Science and Technology，ベト

ナム）で開催された第 5 回 Japan-Vietnam 

Joint Seminar on Commutative Algebra（2010

年 1 月）で，課題②について成果発表講演（計

4回）を行なった。これらの成果は，計 19 編

の論文に纏めてあり，内 16 編が既に専門数

学雑誌に公開済であって，世界でも高い評価

を得ている。 
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