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研究成果の概要（和文）：一般に、写像空間は無限次元位相空間であり、その空間の位相的性質

を研究するのは難しい。本研究では、無限次元モース理論の原理を利用して、特に空間 X,Y が
実代数的多様体（実数係数の多変数多項式の零点集合で表現される特異点のない空間）の間の
写像空間のホモトピー型を研究した。とくに、空間 Yがグラスマン多様体で、空間 Xが、その
上のベクトル束がある条件を満足するとき、写像空間 Map(X,Y)をその間の代数的写像のなす部
分空間 Alg(X,Y)でホモトピー的に近似できるという結果を証明できた。このことにより、
Gromov のホモトピー原理が成り立つことを証明できた。さらに、空間 X,Y が実射影空間の場合
にその有限次元近似の次元を多項式の次数と関連した公式で表すこと(Atiyah-Jones 型定理)
にも成功した。

研究成果の概要（英文）：In general, the spaces of mappings from a topological space X into
Y are infinite dimensional spaces and it seems very difficult to study the topology of
them.
So in our research we restrict the case that X and Y are real algebraic varieties, and
we try to investigate the topology of the mapping space Map(X,Y). In particular, when
Y is a Grassmanian manifold and the space X satisfies some assumptions concerning the
vector bundles over X, we can show that the subspace Alg(X,Y) consisting of algebraic
maps between them and Map (X,Y) are of the same homotopy type. Moreover, if X and Y are
real projective spaces, we can compute the homotopy (or homology) approximating dimension
explicitly. This shows that Gromov’s h-principle holds for this case, and we also prove
that
Atiyah-Jones type Theorem holds for these cases.
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１．研究開始当初の背景
2007 年度以前に、すでに我々は、M. Guest
氏（首都大学東京・教授）と A. Kozlowski
氏（Warsaw University）との共同研究によ
って、１変数有理関数の空間の位相に関連し
て、写像空間 Map(X,Y)で空間 Xの次元が
実１次元または複素１次元の場合に、さまざ
まな空間に対して、その関連したラベル付き
配置空間(labeled configuration space)に
ついて研究していてそれらについては、
Atiyah-Jones 型定理が成り立つことを証明
していた。その後、Atiyah-Jones 型定理が、
空間 Xの次元が２以上についても空間 Yが十
分対称性がある良い空間であれば成り立つ
のではと予想していた。そのとき、２００６
年に Mostovoy が複素射影空間の間に正則写
像の空間に対して、Atiyah-Jones 型定理が成
り立つことを証明した。ところが、その結果
を吟味するうちにさまざまな間違いがある
ことがわかってきた。しかし、その結果自体
はいろいろは別の計算から正しいのではと
予測されその修正をどうすればよいかを考
えていた。

２．研究の目的
本研究では、無限次元写像空間 Map(X,Y)の
ホモトピー型を研究することを第１の目的
とする。一般の場合を考えるのは難しいので、
応用上有効な、空間 Xと Yが実代数的多様体
の場合に、Map(X,Y)を近似するより小さな
Xから Yへの代数的写像(regular map)のなす
部分空間 Alg(X,Y)でどこまで近似できるか
を考えたい。Morse 理論的原理によれば、空
間 X, Y が十分対称性がれば、この原理によ
ってホモトピー的には同じであると予測さ
れる。このことを、実代数幾何学の力を使っ
て正しいかを調べるのが目的である。

３．研究の方法
本研究の主要部分は、代数的位相幾何学に属
するものである。実代数的多様体 X から実代
数的多様体 Yへの連続写像全体のなす空間
Map(X,Y)を X から Yへの（多項式達で表現さ
れる）代数的写像全体のなす Map(X,Y)の部分
空間 Alg(X,Y)のホモトピー型を研究するに
は位相幾何学だけではなく代数幾何学や解
析学の手助けがかかせない。具体的な研究方
法は以下である。
（１）各分担者の専門知識の援助のもとで上
記研究を遂行する。
（２）最近の共同研究者 A. Kozlowski 氏と
はかれが日本を去る２０１０年夏までは毎
週のセミナーと電子メイルによる研究連絡

を通して研究を遂行する。
（３）各研究分担者は、それぞれの分野の研
究集会に多く参加し研究情報の収集にあた
った。
（４）さらに、数式処理ソフト「Mathematica」
を利用したシュミレーションを実施する。こ
のことに対しては共同建久者 A. Kozlowski
氏には多大なアドバイスをもらいながら実
施した。

４．研究成果

（１）実代数的ベクトル束上のストーン・ワ
イエルシュトラス型定理を利用して、以下の
結果を証明することに成功した：
実代数的なコンパクト affine variety X に
対してX上の任意なk-次元位相ベクトル束が
ある代数的ベクトル束に同型となるとき、
X から、n 次元線形空間の中の k 次元部分空
間のなすグラスマン多様体 Gr(n,k)への代
数 的 写 像 全 体 の な す 部 分 空 間 を
Alg=Alg(X,Gr(n,k))とするとき、Alg から
連続写像全体のなす空間 Map(X,Gr(n,k))へ
の包含写像はホモトピー同値写像である。
（２）(1)の結果から Map(X,Gr(n,k))のホモ
トピー型の研究は Alg(X,Gr(n,k))のホモト
ピー型の研究に帰着する。代数的写像全体の
なす空間 Alg(X,Gr(n,k))には多項式の次数
によって自然な filtration がはいる。この
fiitration に関して, k=1 のときには,
Atiyah-Jones-Segal 型の結果が成り立つこ
とを証明することができた。
（３）Dern 手術で結び目(knot)からレンズ空
間が生じる例外的現象「レンズ手術」を特異
点論の観点から研究した。とくに、特異点論
から生まれた A’Campo 氏による divide 理論
の観点から結び目理論を研究し、これに関し
て論文を発表した。とくに、その中では、す
べてのレンズ手術の結び目が divide 表示で
きるかどうかを詳細に調べることができた。
（４）時間変数係数の高階線形双曲型方程式
に対する初期値問題の一位可解性に関して、
係数が有限次退化、無限次退化を含むような
荷重関数のクラスを導入した。とくに、有限
次退化の場合の既存の結果をそのクラスに
一般化することができた。
（５）時空間変数の２階半線形双曲型方程式
に対する初期値境界値問題の解の振動性に
ついて、振動解と正値解になる条件をそれぞ
れ与えた。とくに、空間が 3 次元のときには
斉次ディリクレ条件下での球対称解と、空間
１次元では斉次ノイマン条件下での解が各
点振動するための条件を示した。



（６）変数係数の線形常微分方程式系の解の
漸近挙動に関して、非斉次方程式系の解に対
する新規の評価式を導き、高次の特性数の概
念を定義していくつかの新しい評価式を得
た。とくに、有界係数の非斉次方程式系の解
が多項式位数 nなるための新しい条件を見つ
けた。
（７）A. Kuznetsov の Homological 射影的
双対に関する研究に関連して、derived
categoryの研究を行った。とくに、D. Happel,
I. Reiten, S.O.Smalo’ の tilting in
Abelian category and Quasitilted algebra
のある結果の別証明を与えることができた。
（８）（２）の研究に関連して, 1<m<n のとき
の m次元実射影空間から n次元実射影空間へ
の連続写像全体となる写像空間のホモトピ
ー型、とりわけその有理ホモトピー型を研究
してそのホモトピー群を具体的に計算する
ことができた。
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