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研究成果の概要：結び目と 3 次元多様体の不変量について研究した。筆者はベッチ数が 1 の 3

次元多様体の量子不変量の摂動展開を計算し、これを摂動的不変量として定式化した。さらに、

この摂動的不変量を導出するような LMO 不変量（普遍摂動的不変量）の精密化をこのクラス

の 3 次元多様体にたいして構成した。これらの不変量は同変不変量の観点から定式化されたも

ので、従来知られている不変量よりもはるかに強力な不変量である。 
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１．研究開始当初の背景 

3 次元の位相幾何学において、1980年代以来、
Chern-Simons 理論にもとづいて膨大な数の
不変量（量子不変量）が発見され、不変量の
研究、すなわち、結び目の集合と 3 次元多様
体の集合の研究という新しい研究領域がも
たらされた。この 20 年間のこの分野の研究
の主な動機は Chern-Simons 場の理論の相関
関数をトポロジーの立場から理解すること
にあったが、この分野に関してこの 20 年間
になされたさまざまな研究によりその作業
はほぼ完了し、最近のこの分野の研究は、そ

のようにして得られた膨大な数の不変量を
研究の基礎として、さまざまな新しい研究の
方向性を創出するべき段階にある。 
 

 

２．研究の目的 

3 次元多様体の量子不変量、摂動的不変量、
LMO 不変量  や結び目の量子不変量、
Kontsevich 不変量、そのループ展開につい
て、それらの同変不変量としての側面に注目
しつつ、それらと関連する話題にも留意して、
研究をすすめ、この分野の研究を発展させる
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ことが、本研究の目的であった。Kontsevich 

不変量と LMO 不変量はそれぞれ結び目と
整ホモロジー球面を分類するであろうと期
待されている非常に強力な不変量であり、と
くに、結び目と 3 次元多様体の分類問題と関
連して、Kontsevich 不変量と LMO 不変量 

や これらに関連する不変量の研究が重要で
あると筆者は考えた。 

 

 

３．研究の方法 

first Betti 数が大きくなるほど LMO 不変
量は急激に弱くなることが知られており、
first Betti 数が正の 3 次元多様体に対して
LMO 不変量の  refinement をつくること
が本研究の１つの目標であった。とくに、
LMO 不 変 量 の 1 次 の 項 は  Casson- 

Walker-Lescop 不変量で表示されるので、
Casson-Walker-Lescop 不変量の  refinem- 

ent を構成することが具体的な目標であった。 

たとえば、結び目 K にそって 3 次元球面を 

0-surgery してえられる 3 次元多様体 M の 

量子不変量（1 の p 乗根における不変量）を 

p によらない形に展開すると、その 1 次の項
は K の 2 ループ多項式で決定されるとい
うことがわかるが、これにもとづいて「M の
2 ループ多項式に相当する不変量」を定式化
することにより Casson-Walker-Lescop 不
変量の refinement を構成することをめざし
た。さらに、この refinement が十分に強力
な不変量であることを示すためにこの 

refinement の 性 質 （ た と え ば  clasper 

surgery formula）について調べた。 

 

また、この分野の研究を今後さらに発展させ
るために、連携研究者の葉廣和夫氏と共同で、
京都大学数理解析研究所において、低次元ト
ポロジーセミナーを継続的に開催すること
をめざした。 

 

 

４．研究成果 
筆者は first Betti 数が 1 の 3 次元多様体の
量子不変量の摂動展開を計算し、これを摂動
的不変量として定式化した。さらに、この摂
動的不変量を導出するような LMO 不変量
（普遍摂動的不変量）の refinement をこの
クラスの 3 次元多様体にたいして構成した。
従来の定義による  LMO 不変量は first 

Betti 数が大きくなるにつれて急激に弱くな
ることが知られているが、本研究で筆者が構
成した LMO 不変量の refinement はこの
クラスの 3次元多様体にたいしても非常に強
力な不変量である。とくに、この refinement 

の 2 ループの部分から「2 ループ多項式」と
いう 2 変数多項式不変量を定式化することが
でき、これは Casson-Walker-Lescop 不変量

の refinem- ent になっている。これらの不
変量は、3 次元多様体の被覆空間を考え、被
覆変換群の作用に関する被覆空間の同変不
変量を適切に定めて、これをもとの 3 次元多
様体の不変量とみなすことにより、定式化さ
れる。筆者はこれらの不変量のさまざまな性
質について調べた。 

これらの研究成果について、筆者は、2007 年
6 月に北京の国際会議で基調講演をし、2007
年 12 月に京都の国際会議で基調講演をし、
2008年4月にデンマークの国際研究集会で招
待講演をし、2008 年 8 月にトポロジーシンポ
ジウム（金沢）で招待講演をした。また、こ
れらの研究成果と関連して、筆者は 2008 年 3
月に日本学術振興会賞を受賞した。 
 
また、これらの研究成果と関連して、筆者は
3 次元多様体の不変量について著書（共著、
「幾何学百科」第 2巻 第 4 章、朝倉書店）
の執筆をはじめた（2010 年刊行予定）。 
 
連携研究者の葉廣和夫氏は、底タングルの圏
や曲面のコボルディズムのなす圏の代数的
構造について、彼が創始したクラスパー理論
をもちいて研究した。また、葉廣氏は、摂動
的不変量の「葉廣展開」を定式化し、これを
もちいてすべての量子不変量が摂動的不変
量から導出されることを示した。それらの研
究成果と関連して、葉廣氏は 2008 年 9 月に
日本数学会幾何学賞を受賞した。 
 
筆者は、本研究の連携研究者の葉廣氏と共同
で、京都大学数理解析研究所において、低次
元トポロジーセミナーを開催した。2007～
2008 年度の講演者は、渡辺忠之氏、石井敦氏、
Yoav Rieck 氏、John Morgan 氏、Gwenael 
Massuyeau 氏、Jean-Baptiste Meilhan 氏で
あった。これらのセミナーは申請者や連携研
究者との共同研究をすすめるにあたって、ま
た、大学院生等の若手研究者との研究交流の
面からも、大変有益であった。 
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