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研究成果の概要：３次元トポロジーのいくつかのトピックスについて研究を行った。特に主要

な結果として、G.Massuyeau 氏と共同で、曲面のホモロジーシリンダーのなすモノイ

ドを Y_n 手術同値関係で割って得られる群を集めて構成される Lie 代数が、あ

る種の Jacobi ダイアグラムのなす Lie 代数と同型であることを証明した。この

同型により得られる曲面の写像類群の Torelli 部分群の表現の代数的構造につ

いても考察を行った。 
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１．研究開始当初の背景 

 

Jones に よ る 絡 み 目 の 多 項 式 不 変 量

の発見以来、絡み目と３次元多様体の

様々な不変量（量子不変量）が導入さ

れ、活発に研究されている。量子不変

量 を 理 解 す る の に 最 適 な 枠 組 み は 圏

論的なものである。タングルの圏はモ

ノイダル圏の構造を持ち、絡み目をよ

り 基 本 的 な 部 分 に 分 割 し て 研 究 す る

手 段 を 与 え る 。 タ ン グ ル の

Reshetikhin-Turaev 不変量は、タン

グルの圏 T から、量子群 H 上の左加群

の圏 H-Mod への関手である。Crane, 

Yetter, Kerler は、円周 S 1 を境界と

す る 曲 面 の 間 の コ ボ ル デ ィ ズ ム た ち

のなす圏 C を導入した。研究代表者は、

圏 C のある部分圏 B で、絡み目理論

へ の 応 用 に 関 し て よ り 有 用 で あ る も

のを導入し、量子群 H に対し、B から

左 H 加群の圏 H-Mod へのモノイダル関

手 J を定義した。また、筆者は C の

部分圏 L で、B よりも少しだけ大きい

「 ホ モ ロ ジ ー ハ ン ド ル ボ デ ィ 内 の 底

タングルのなす圏」というものも導入

したが、これは、整係数ホモロジー球
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面や曲面の写像類群の Torelli 部分

群の研究に適した構造である。 

 

２．研究の目的 

 

本研究の目的は、３次元トポロジーに

おける圏論的・Hopf 代数的構造を次

に 述 べ る 側 面 か ら 明 ら か に す る こ と

である。 

 

(1)圏 B, C の代数的表示を求める。 

 

(2)圏 B, C などの上で定義される、

３ 次 元 多 様 体 の 関 手 的 不 変 量 を 研 究

する。より具体的には、次の研究を行

う。 

 

①  量 子群に付随する圏 B,L,C 上の

関手を考察する。 

 

②  圏 B, L, C に お け る 、

Kontsevich-Le-Murakami-Ohtsuki 

型の関手について考察する。 

 

③  クラスパーと有限型不変量・手術

同値関係を圏論的な側面から研究

する。 

 

３．研究の方法 

 

研 究 の 主 な 部 分 は 研 究 代 表 者 が 単 独

で行うが、一部は研究協力者と連絡を

取りながら共同で行う。 

 

研究連絡、研究集会等参加のために旅

費を支出する。また、研究に必要な書

籍、消耗品などを研究費を使用して購

入する。 

 

４．研究成果 

 

平成１９年度 

平 成 １ ８ 年 度 に D.Cheptea 氏 , 

G.Massuyeau 氏と共同で、曲面のラグ

ランジアン同境のなす圏 L から、ある

Jacobi ダ イ ア グ ラ ム の 圏 へ の 、

Kontsevich-Le-Murakami-Ohtsuki 不

変量型の関手を構成したが、平成２０

年度は、G.Massuyeau 氏と共同のプレ

プ リ ン ト “ Symplectic Jacobi 

diagrams and the Lie algebra of 

homology cylinders”（投稿中）にお

いて、上記の関手を応用した。 

曲 面 の ホ モ ロ ジ ー シ リ ン ダ ー の な す

モノイドを Y_n 手術同値関係で割っ

て得られる群を集めて構成される Lie

代数が、ある種の Jacobi ダイアグラ

ムのなす Lie 代数と同型であること

を証明した。後者は、ある Hopf 代数

の原始元のなす Lie 代数と同一視す

ることができるが、この Hopf 代数に

おける乗法は、Moyal-Weyl 積のダイ

ア グ ラ ム 的 な 類 似 物 と み な す こ と が

できることも観察した。また、曲面の

写像類群の Torelli 部分群は、写像柱

構成により、ホモロジーシリンダーの

な す モ ノ イ ド に 自 然 に 埋 め 込 む こ と

が で き 、 こ の 埋 め 込 み に よ っ て 、

Torelli 部分群の降中心列は、ホモロ

ジーシリンダーの Y-フィルトレーシ

ョンに移され、これは、Torelli 部分

群に付随する Lie 代数から、上記の

Jacobi ダイアグラムのなす Lie 代数

への準同型となるが、この準同型の組

み 合 わ せ 的 な 記 述 を 、 Hain に よ る

Torelli 部分群に付随する Lie 代数の

代数的表示と関連付けて行った。この

準 同 型 が 次 数 ２ に お い て 単 射 と な る

ことを証明し、一般の次数についての

議論も行った。 

 

平成２０年度 

こ の 年 度 中 に 実 質 的 に 完 成 さ せ る こ

とができた論文はなかったが、下記の

事項について研究し、現在も研究を継

続している。 

 

（１）Jacobi 図は Kontsevich-LMO 不

変 量 な ど の 有 限 型 不 変 量 の 研 究 に 現

れるグラフであるが、Jacobi 図のな

す 空 間 を 利 用 し て 、 Lie 代 数 の

Chevalley-Eilenberg 複体や、Lie 代

数の普遍包絡環の bar 複体の、Lie 代

数 に よ ら な い 普 遍 的 な 類 似 物 を 構 成

することができる。これらの複体の構

造について、G.Massuyeau 氏と共同で

研究を進めている。 

 

（２）枠付き絡み目に対する Kirby の

定理は、3 次元多様体を枠付き絡み目

を 通 し て 研 究 す る 重 要 な 手 段 を 与 え

ている。3 次元球面を有限個の Y-link 

(Y-clasper の有限個の非交和)に沿っ

て手術することにより、任意の整係数

ホ モ ロ ジ ー 球 面 を 得 る こ と が で き る

が、Y-link たちに対する Kirby 型の



 

 

定理、すなわち、Y-link に対する有

限個の種類の操作で、それが生成する

同値関係による Y-link の集合の商が

整 係 数 ホ モ ロ ジ ー 球 面 の 向 き を 保 つ

同 相 類 の 集 合 と 一 対 一 に 対 応 す る よ

うなものは、まだ知られていない。こ

れについて、J.-B. Meilhan 氏と共同

で研究を進めている。証明のための大

まかな方針はできたので、早期に完成

できると期待している。 

 

（３）以前の研究で、整係数多項式環

Z[q]のある完備化を定義し、その完備

化 に 値 を 持 つ 整 係 数 ホ モ ロ ジ ー 球 面

の不変量で種々の 1 の巾根における

Witten-Reshetikhin-Turaev 不変量を

統一するものを定義したが、このよう

な完備化を、Z[q]の代わりにより一般

の可換環に対して定義し、その性質に

ついて研究している。Z[q]の完備化の

ときと同様に、解析関数の環のような

性 質 を 満 た す た め に 必 要 な 条 件 に つ

いて調べている。 
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