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研究成果の概要（和文）：等質空間、特にリー群上に平坦な幾何構造が存在するための条件につ

いて不変式論的立場からの研究を行った。本研究では、幾何構造として射影構造、及び擬リー

マン構造を中心に取り扱い、平坦な幾何構造が存在するための必要条件をいくつかの場合につ

いて求めることに成功した。また、平坦な射影構造の新たな例を表現論的に構成し、更に３次

元リー群上における概平坦な擬リーマン構造の存在・非存在性についてもすべて決定した。 
 
研究成果の概要（英文）：We study several conditions on homogeneous spaces (or Lie groups) 
in order that they admit flat geometric structures from the standpoint of invariant theory. 
In this research, we treat mainly projective and pseudo-Riemannian structures, and we 
succeed to obtain several necessary conditions to admit flat geometric structures for some 
cases.  We also construct new homogeneous spaces admitting flat projective structures by 
using representation theory, and in addition, determine the existence or non-existence of 
almost flat pseudo-Riemannian structures on each 3-dimensional Lie group. 
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・幾何学 
キーワード：微分幾何 
 
１．研究開始当初の背景 
 微分幾何学においては、古来様々な空間に
おける種々の幾何構造の存在・非存在性が問
題にされ、多くのことが調べられてきた。本
研究はこの中で特に「平坦」な幾何構造に焦
点をあて、空間の大域的不変量を用いてこの

構造の存在・非存在性を決定する方法に取り
組むものである。 
 多様体は局所的にはユークリッド空間と
同相であるため、局所的には常に平坦な幾何
構造が存在する。しかし大域的にはほとんど
すべての多様体上には位相的な理由で平坦



な幾何構造は存在せず、平坦な幾何構造の存
在・非存在性を問う問題は多様体の位相的な
状況と幾何学的性質の絡み合う大域微分幾
何学における重要な問題の一つである。しか
し、この問題に取り組むために用いることの
できる道具は限られたもの（いわゆる、古典
的な特性類、あるいは低次元リー群・等質空
間の分類結果など）しかなく、また断片的な
結果しか知られていなかったのが研究開始
当初の状況であった。 
 本研究は、特に多様体として等質空間、あ
るいはリー群に話を限定することにより、リ
ー環の表現・不変式等代数的な手法を用いる
ことを可能にし、この新たな視点から問題解
決を目指そうとするものである。 
 
２．研究の目的 
本研究においては、平坦な幾何構造の存

在・非存在性に関して次のような側面からの
研究を行う。 
 
(1) 取り扱う幾何構造としては、射影構造、
及び(擬)リーマン構造を考えることとする。
射影構造は、いわゆる G 構造的見地からす
ると種々ある(有限型)幾何構造の中では最も
大きな構造群を有するものであるため、一般
に平坦な幾何構造が他のものと比べ存在し
やすい状況にある。また表現論的見地から見
ても最も扱いやすいものである。また(擬)リ
ーマン構造は幾何学者とって最もなじみの
深い幾何構造である。これらの理由により、
研究をこの二つの幾何構造から開始するの
は自然な手順といえる。 
 
(2) これらの各幾何構造に対し、与えられた
等質空間・リー群上に不変で平坦な構造が存
在するか否かを、個別的ではない、統一的な
手法でもって判定する方法を編み出すこと
を目的とする。そのためには、ある普遍的な
不変量を見つけ出し、その量を計算すること
により平坦な幾何構造の存在・非存在性を判
定する、という枠組みを構成する。 
 
(3) この不変量を見出すために、リー環の表
現論に現れる plethysm という一種の合成
積を計算し、その中で幾何学的に有用な不変
式を取り出す手法を編み出す。 
 
(4) 特に低次元の等質空間・リー群上でこの
不変量を具体的に計算し、リー群のもつ代数
的な性質と幾何構造との相性の善し悪しを
この不変量を通じて理解する。そしてその上
で、平坦な幾何構造の存在・非存在性を具体
的に判定する。 
 
(5) 話の順序として低次元のリー群から順に
調べ始めるが、ある程度のデータが集まった

段階で、高次元(一般次元)の場合についての
見通しについて考察することにする。 
 
３．研究の方法 
 
(1) この研究を遂行するためには、幾何学の
みならず、リー環の表現に関する成果を駆使
しなければならない。例えば単純リー環の既
約表現の分類についてはよく知られている
が、その合成積の plethysm の分解公式につ
いては簡単に取り扱える場合を除いて、まだ
ほとんど何も知られていない状況である。そ
のため、我々の研究に必要なケースについて、
この分解公式を計算し、その中で幾何学的に
有用な不変式を取り出すことにする。必要で
あれば、計算機を援用しつつ具体的な計算を
推し進める。 
 
(2) 低次元の場合の結果を記述するために
は、よく知られているリー環の分類表に現れ
る標準型では不十分である。リー環の変形・
退化に適合した標準型を用いないことには、
幾何構造との関連性が見えてこない。そのた
めに、低次元リー環の分類結果について我々
の視点から考察し直す。 
 
４．研究成果 
 本研究期間中得られた主要結果を以下に
まとめる。 
 
(1) リッチテンソルの恒等式 
リー群上の左不変平坦な擬リーマン計量

が存在するための障害として、リッチテンソ
ルの恒等式が役にたつことが私の過去の研
究で解明されていたが、それを３次元ユニモ
ジュラーリー環の場合に具体的に求めるこ
とに成功した。従来の研究により、これは個
別には知られていたのであるが、リー環の分
類結果を用いず一般的に成り立つ恒等式と
して把握することができるようになった。そ
の結果、左不変で概平坦な擬リーマン計量を
もつ３次元ユニモジュラーリー群のリー環 g 
は [g,g] の次元が２以下になることが示さ
れた。従って特に SL(2,R), SO(3) 上にはこ
のような概平坦擬リーマン計量が存在しな
いことが容易に示せるようになった。この恒
等式はリッチテンソルとリー環の構造定数
を用いて表される不変式の間の関係式とい
う形をしており、不変式の幾何学への有用な
応用例ととらえることができる。今後の課題
として、この恒等式の高次元化が望まれると
ころである。 
 

(2) リー環の標準型と不変量 
 ３次元リー群上の左不変で平坦、あるいは
概平坦な擬リーマン計量の存在・非存在をリ
ー環の成す代数多様体の立場から把握する



ためには、リー環の変形・退化に適合したリ
ー環の標準型を求めておく必要がある。今回、
この要件を満たしてくれる標準型を求める
ことに成功し、例えば３次元実可解リー環は
連続的に変形する一つの族として表せるこ
とがわかった。これにより、３次元可解リー
環が左不変で概平坦なリーマン計量をもて
ば、田崎・梅原不変量の値が０以下になるこ
とを示すことができた。田崎・梅原不変量は
リー環の代数的な不変量であり、それが左不
変概平坦リーマン計量という幾何構造と密
接につながっていることが初めて明らかに
されたことになる。また、この標準型を用い
て次の事実を示すことができた。「３次元実
リー環が概平坦な擬リーマン計量をもてば、
その退化したリー環上にも同様に概平坦な
擬リーマン計量が存在する。」この事実は、
更に一般次元にも拡張可能であると予想さ
れる。リー環は退化するほどに可換なものに
近づくのであるから、この事実（＋予想）は
平坦な幾何構造と、代数的な可換性とのつな
がりを暗示しているものといえる。 
 
(3) リー群上の左不変平坦な射影構造 
 リー群が単純な場合には、左不変平坦な射
影構造をもつものの分類は既に知られてい
たが、一般のリー群の場合、あるいは半単純
リー群についての存在・非存在性については
あまり多くのことは知られていなかった。半
単純リー群の場合、広島大学理学研究科の大
学院生加藤宏尚氏の研究に触発され、例えば 
sl(2,R)+sl(3,R), sl(3,R)+sl(4,R) 上に平
坦な射影構造の存在すること示すことがで
きた。一般にこのような幾何構造と、リー環
のある種の表現とが対応していることが私
の過去の研究でわかっているが、上記２例の
場合はいずれもリー環の既約表現を用いて
構成することができる。その一方、リー環 
sl(2,R)+sl(2,R) 上には平坦な射影構造は
存在しないことを示すこともできた。これら
の結果は、新たに「半単純リー群で左不変平
坦な射影構造をもつものを分類せよ」という
問題を提起することともなった。この問題に
ついては、加藤宏尚氏が既約表現（で複素射
影構造）の場合に完全な解答を与えるに至っ
た。 
 この種の平坦幾何構造の存在・非存在を判
定する具体的なアルゴリズムについては私
の過去の研究で既に得られているが、現実的
には与えられたリー環のすべての表現につ
いてこの判定法を適用することは残念なが
ら不可能事といってよい。更に有用な判定方
法が望まれるところであるが、この問題に対
して次の強力な必要条件を得ることができ
た。「定理：ｎ次元リー群上に左不変で平坦
な射影構造が存在すれば、それに対応するリ
ー環のｎ＋１次表現の自明でないｎ＋１次

不変式が必ず存在する。」この判定法により、
上記 sl(2,R)+sl(2,R) などのいくつかの半
単純リー環上には平坦な射影構造の存在し
ないことを容易に示すことができるように
なった。また sl(2,R) 上には既約な４次表
現に対応する平坦な射影構造が存在してい
るが、この幾何構造に対応する不変式は、古
典的な binary cubic の４次不変式（判別式）
であり、この種の幾何構造の自然さを垣間見
ることができた。 
 
(4) 幾何構造と不変式 
 上記の研究結果からも明らかなように、あ
る種の幾何構造と代数的な不変式とは根源
的な場において、密接な関わりをもっている
ことがわかる。この視点に立って、加藤宏尚
氏は平坦複素射影構造に関してこの種の幾
何構造とある条件を満たす概均質ベクトル
とが対応していることを示し、更に表現が既
約の場合の分類結果も与えた。 
 この不変式と幾何構造のつながりは微分
幾何学的なものに留まるものではない。その
一つの具体的な例として、初等幾何学に現れ
る３角形の諸心（重心、外心、内心、垂心な
ど）とある種の多項式の不変式との対応を示
すことにも成功した。この立場から初等幾何
学を眺めると非常に見通しがよくなり、例え
ば昔からよく知られていたオイラー線・ナゲ
ル線などの直線は更に一般的なかたちのも
のに拡張され、また諸心の不変量としての
「次数」という概念も導入することができた。 
 「平坦な幾何構造」と「不変量」との関連
という視点から本研究を開始したのである
が、いくつかの成果をあげることができただ
けに留まらず、このような形で更に将来の研
究の基盤となる深い視点を得ることができ
たことには大きな意味がある。その一方で、
高次元のケースについては残念ながらほと
んど手づかずの状態で研究期間を終えるこ
とになってしまった。この点に関しては、引
き続き私の研究課題として考察を深め、今後
も具体的な成果をあげるよう努めると同時
に、より根源的な場から幾何学と不変式の理
解を深めてゆきたいと考えている。 
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