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研究成果の概要：複素数平面上の整関数は通常の積で可換な代数をなすが，変形量子化により

この積を変形し，非可換な代数の構造を導入した。正則関数・特殊関数などに成立する関数等

式が非可換な変形を受け，新たな等式が得られた。関数の集合に完備な位相を導入することに

より非可換な指数関数をこの代数の中で与えることができる。これを用いてフーリェ変換，ラ

プラス変換などを考えることができた。 
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１．研究開始当初の背景 
 
（１）積の収束する変形量子化のクラスを設
定し，微分方程式をもちいて非可換な指数関
数を定義した。変形量子化をもちいてリー群
の被覆群に対応する概念も構成可能であっ
た。 
 
（２）非可換な指数関数を用いてデルタ関数，
ガンマ関数，ベータ関数，楕円関数および 
非可換二次関数の逆元など，種々の関数とそ
の等式が得られていた。 
 
（３）非可換な指数関数の特異点に起因する

分岐が観察されていた。 
 
２．研究の目的 
 
（１）変形量子化を，複素対称行列をパラメ
ータとする積の族に拡張して，多数の変形量
子化について考える。このようにして積のあ
いだの変換則を調べる。パラメータの自由度
を利用して，非可換な関数等式を導く。 
 
（２）積の解析接続を考え，非可換指数関数
の特異現象を調べる。また，これらを明確に
するため，接続を導入して幾何学的に整理す
る。 
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３．研究の方法 
（１）整関数に対して収束するべき級数の変

形量子化を行う。これを用い，よく知られた

初等的な正則関数に対して非可換な計算を

数多く行う。これらの関数のみたす関数等式

を非可換な積を用いて書き直す。また初等関

数の関数等式を，非可換な指数関数を用いて

非可換化する。 

（２）正則関数のもつ古典的な幾何学的性質

が変形量子化による非可換な正則関数にど

のように受け継がれていくのかを具体的に

調べる。そのため，複素射影空間など古典的

な幾何学でよく計算された具体的な多様体

に対し，変形量子化の非可換な代数の例を構

築する。また，作用素を用いて計算のされて

いる非可換多様体，例えば非可換球面，非可

換上半平面，非可換複素射影空間などを収束

べき級数の変形量子化により書き直してみ

る。 

（３）収束する変形量子化は複素対称行列を

正則なパラメータとする表現の変形を持つ．

正則関数のこれらの積による非可換変形の

正則関数としての性質を具体的に調べる。 

 
４．研究成果 

（１）  変形量子化を用いて具体的な非

可換関数を構成した。すなわち，非可換

な指数関数を定義し，これを用いて非可

換なガンマ関数，ベータ関数，三角関数

などを定義した。  

 また，代数的には同型であるが表示の

異なる変形量子化の族を構成した。これ

は複素数対象行列をパラメータとする

族である。パラメータのある範囲におい

ては収束性の非常によい非可換指数関

数が得られることが分かり，これを用い

て非可換な楕円関数を構成しその関数

等式について考察した。  

（２）二次式の非可換指数関数は分岐を

持つことが分かっている。これが上に述

べた種々の関数等式の構成において，分

岐，多価性の原因であると思われる。こ

れについて具体的に調べた。たとえば，

非可換指数関数を用いたラプラス変換

により逆元が得られるが，一つの元に対

して逆元が複数得られることが分かり，

これにより一般には代数の結合性が破

れていることが分かる。  

（３）非可換な二次式は特殊線形リー代

数と同型なものを与えることは知られ

ているが，非可換指数関数を用いてリー

群に対応するものが構成できる。さらに

この部分群を構造群にもつ幾何的な対

象を具体的に構成しその多価性につい

て考察した。  

（４）ワイル代数を，それら生成元のor

deringをきめることにより，モイヤル積

および複素多項式の集合を用いて与え

られることはよく知られている。これら

の一連のモイヤル積を複素対象行列を

用いて拡張することができた。これは従

来のorderingsによる積の拡張概念であ

り，その積をすべてstar積と呼ぶ。それ

ぞれのstar積による代数はワイル代数

と同型である。この積による指数関数を

考える。特に，2次式の非可換指数関数

の積分表示を調べた。さらにこの非可換

指数関数を用いて関数等式を得ること

ができることを示した。その応用として

star積を用いて，ローレンツ計量をもつ

4次元のLie群を構成した。また，クリフ

ォード代数をstar積代数の部分代数と

して構成することができた。さらに，幾

つかの具体的な二次式に対してその非

可換指数関数の解析関数としての性質

を詳しく調べた。特に，複素対称行列へ

の依存性を具体的に考察した。この関数



は周期的な分岐特異点を持つが，そのリ

ーマン面を調べた。また，リーマン面の

型がパラメータのとり方により変化し

ていくこともわかった。このことから，

表示のパラメータによる変化の様子を

追跡していくことがこれからの課題と

して重要であることも確認できた。次に

，非可換指数関数どうしの積を調べるた

めに，アダマールによる解析関数の特異

点における正則化の考え方を応用し，正

則化（regularization）の方法を定義し

た。  

 このように変形量子化を用いるこ

とにより非可換な関数を具体的に構成

し，具体例を得ることができる。それに

ついて詳しく調べることは、今後の，非

可換な代数を用いた幾何学の研究にお

いて重要な指標となり，これが本研究に

意義を与えていると思われる。非可換な

代数を用いて幾何学を展開するという

方向性は，多くの幾何学者が興味をもち

それぞれの研究を始めているが，一般的

な枠組みを作るには，まだ程遠い段階で

ある。この点において，本研究において

得られた具体例は一般的な枠組みを考

察する上で基本的なものとなるであろ

う。この点において得られた結果に重要

性を認めることができると思われる。  
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