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研究成果の概要（和文）：いろいろな分野で取り上げられる有限シュバレー群について代数的位

相幾何学の視点から有限シュバレー群のコホモロジーとリー群の分類空間の自由ループ空間の

コホモロジーについて研究した. Brown-Peterson コホモロジーや Morava K-理論をふくむコホ

モロジーをいくつかのリー群の分類空間やその自由ループ空間そして有限シュバレー群につい

て計算した. そして関連するスペクトル系列の計算をおこなった. 

 
研究成果の概要（英文）： Finite Chevalley groups appear in many academic disciplines. We 
investigated the cohomology of finite Chevalley groups and free loop spaces of classifying 
spaces of Lie groups from the viewpoint of algebraic topology. We computed the cohomology, 
including Brown-Peterson cohomology and Morava K-theories, for several finite Chevalley 
groups, classifying spaces of Lie groups and free loop spaces of classifying spaces of 
Lie groups. We also computed related spectral sequences. 
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１．研究開始当初の背景 
ホモトピー論の観点からのコンパクトリ

ー群の拡張である p-コンパクト群（この文
脈では ℓ-コンパクト群というべきかもしれ
ない）の研究においても Broto-Moller は有
限シュバレー群の分類空間の類似を 研究し
ている. 

 
代数幾何の観点からは Toraro は複素代数
群にたいして分類空間を定義しその Chow 
環を研究している. Guillot は有限シュバレ
ー群の Chow 環について研究している. ま
た  Vistoli は わ れ わ れ と 独 立 に 
BP_*BPGL_p(C)の Chow 環を計算している.  
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当該研究の根底には, Quillen による GL_n 
(F_q) のコホモロジーおよび代数的 K-理論
の研究に関する研究がある. Friedlander に
よ れ ば 有 限 シ ュ バ レ ー 群 の 分 類 空 間 
BG(F_q) に対し引き戻し可換図式がある. 
一方で, 連結コンパクトリー群 G に対し, 
単位円 S ^1 から G への微分可能写像全体
のなす空間を考えると無限次元リー群, ル
ープ群, になる. このループ群の分類空間
はもとのリー群 G の分類空間 BG の自由ル
ープ空間 LBG とホモトピー同値でここでも
引 き 戻 し 可 換 図 式 が 存 在 し 
Eilenberg-Moore スペクトル系列が存在す
る. このスペクトル系列の E_2 -項は有限シ
ュバレー群の Z/ℓ 係数コホモロジーに収束
する Eilenberg-Moore スペクトル系列の 
E_2 - 項 と 一 致 す る . し た が っ て 
Eilenberg-Moore スペクトル系列の計算と
いう視点からみればわれわれは有限シュ バ
レー群のコホモロジーと無限次元リー群で
あるループ群の分類空間のコホモロジーの
計算が同列に扱えるはずである. これから
有限シュバレー群とループ群の分類空間の
一般コホモロジーの間になんらかの関係が
あることが推測される.  
 
ℓ≠2 で整数上の簡約群スキーム G_Z が 
GL_n の場合, 対応する連結コンパクトリー
群 G はユニタリ群 U (n) で BG のコホモロ
ジ ー は 多 項 式 環 に な り 上 の 
Eilenberg-Moore スペクトル系列の計算は
容易でその結果, E_2 -項は多項式環と外積
代数のテンソル積の形になり, さらに E_2 -
レベルで自明になる. 有限シュバレー群の
コホモロジーの環構造も簡単に決定できる. 
しかしながら, もとの連結コンパクトリー
群 G の整係数ホモロジーが ℓ-torsion を
持つ場合にはスペクトル系列の E_2 -項の計
算自体が容易ではない. このような有限シ
ュバレー群として P S U (n) に対応する P S 
L_n (Fq) 以外にも ℓ = 2 のときの Spin_n 
(F_q) (n≥ 10), E_6 (F_q), E_7 (F_q), E_8 
(F_q) や ℓ = 3 のときの F_4 (F_q), E_6 
(F_q ), E_7 (F_q), E_8 (F_q) や ℓ = 5 の
ときの E_8 (F_q) がある. 
 
２．研究の目的 
コンパクトリー群 G に対してその複素化

である複素代数群 G(C) が存在する. シュ
バレーは任意のコンパクトリー群と任意の
環 K に対して G(K) という群が存在するこ
とを示した. K が有限体の場合,  G(K) は有
限群になる. 当該研究では代数的位相幾何
の手法である各種のスペクトル系列を用い
てシュバレー群の分類空間のコホモロジー
をいくつかのシュバレー群にたいして具体
的に計算することによって一見すると全く

別のものである有限シュバレー群（有限群）
とループ群（無限群）の両方に共通するコホ
モロジー論的な性質について探求する.  
 
３．研究の方法 
有限シュバレー群, 連結コンパクトリー

群の分類空間とその自由ループ空間のコホ
モロジーの研究を Eilenberg-Moore スペク
トル系列, Leray-Sere スペクトル系列, 
change-of-rings スペクトル系列, Steenrod 
代数の計算を中心にして行なう. コンピュ
ータ代数システム Singular などを用いた
コンピュータでの計算も行なう. この研究
では複素コボルディズム論などの一般コホ
モロジーだけではなくモチービックコホモ
ロジーなどの視点から得られた結果を解釈
することやモチービックコホモロジーの計
算へ応用することが重要になる.研究分担者, 
連携研究者との連絡, 討論を通して群の分
類空間の BP コホモロジー, Morava K-理論, 
モチービックコホモロジーの研究も行う. 
この研究では G が ℓ-torsion をもつ重要
な連結コンパクトリー群の例として例外リ
ー群について研究することが重要である. 
例外リー群の研究も行う． 
 
４．研究成果 
(1) 有限シュバレー群の mod 2 コホモロジ
ー の 計 算 に 関 し て は  Kleinerman や 
Kuribayashi-Mimura-Nishimoto のスピノー
ル群に随伴する有限シュバレー群の mod 2 
コホモロジーの計算の再検討からはじめて 
q が奇素数のべきの場合に例外リー群 E_6 
に随伴する有限シュバレー群 E_6(F_q) の 
mod 2 コホモロジーの計算を一つの目標とし
ていたが, Spin_10(F_q), E_6(F_q) さらに
は射影ユニタリ群 PU(4n+2) に随伴する有
限シュバレー群の mod 2 コホモロジーに収
束するスペクトル系列の E_2 項の計算が見
通しよくできることを示した. これについ
ては 2007 年 11 月の金沢でのホモトピー論シ
ンポジウムで発表した.  
 
(2) 有限シュバレー群の分類空間の Morava 
K- 理 論 に つ い て は 有 限 シ ュ バ レ ー 群 
SO_3(F_q) の分類空間の Morava K-理論の計
算を行った. これについては 2007 年 9 月の
信州大学での研究集会で発表した. 例外リ
ー群の分類空間の Morava K-理論については 
Kameko-Yagita の手法を mod 2 の場合にも
適用できるようにしてそれを用いて G_2, 
E_6 の分類空間の Morava K-理論を計算した. 
これについては 2007 年 8 月のトポロジーシ
ンポジウムで発表した.  
 
(3) 例外リー群の分類空間のコホモロジー
に関しては例外リー群 E_7 の分類空間の 



 

 

mod 2 コホモロジーがグレブナ基底の理論の
応用として計算できることを示し, 次数 6 
の生成元で局所化したものへの埋め込みを
考えることにより従来より簡単に記述でき
ることがわかった. さらに E_7 の分類空間
の mod 2 コホモロジーのベキ零元を記述し
た. これについては 2008 年 11 月に高松市で
行われたホモトピー論シンポジウムで発表
した. この手法を例外リー群 E_8 の分類空
間の mod 2 コホモロジーの計算にも応用し
例外リー群 E_8 の分類空間の mod 2 コホモ
ロジーに収束するスペクトル系列の E_2 項
に収束するスペクトル系列で E_2 項が多項
式環となるものの E_3 項を計算した. この
結果については 2009 年 3 月に東京工業大学
で行われた研究集会で発表した.  
 
(4) 当初の計画にはなかった展開として 
Weyl 群の不変式環と分類空間の整係数コホ
モロジーの自由部分との比較問題について
の研究を行った. これについては 2008 年 3
月の九州大学での研究集会で発表した.  
 
(5) 定義体が十分大きい場合に有限シュバ
レー群のコホモロジーと有限シュバレー群
に対応するコンパクトリー群の分類空間の
コホモロジーが次数付きのベクトル空間と
して同型になるという結果についてはプレ
プリントの形にまとめ 2008 年 10 月に 
Wesleyan University で行われたアメリカ数
学会で発表するとともにプレプリントサー
バー arXiv にアップロードするという形で
発表した. さらに 2009 年 5 月の北京（中国）
での研究集会と 2010 年 2 月の香川大学での
研究集会で発表した. 
 
(6) 連携研究者柳田伸顕教授と Chow ring 
の Chern 類について研究し, 得た結果をプ
レプリントの形にまとめ 2008 年 10 月にプレ
プリントサーバー arXiv にアップロードし
2009年1月に行われた福岡大学での研究集会
で発表した. この結果は最終的には Proc. 
Amer. Math. Soc. 138 (2010) に掲載された. 
 
(7) 極大トーラスの巡回群による拡大を極
大トーラスの正規化部分群の中にとり, こ
れについての同変コホモロジーの研究とし
てコンパクトリー群および有限シュバレー
群の分類空間のコホモロジーを見直すこと
がより自然であるという着想を得た. これ
については 2009 年 9 月の信州大学での研究
集会で発表した. また論文としてまとめた
ものが数理解析研究所講究録に掲載される
予定である.  射影ユニタリ群の分類空間の
コホモロジーについて適切な元で局所化す
ることによりmod 2 コホモロジーがより簡潔
に表示できることが判明した. これについ

ては 2009 年 12 月のハノイ（ベトナム）で
の研究集会で発表した.  
 
(8) 琉球大学の手塚康誠教授と茨城大学の
柳田伸顕教授との共同研究として多項式環
と外積代数のテンソル積の不変式環と例外
群の分類空間のモチービックコホモロジー
に関連したコホモロジーの同型についての
結果を得, プレプリントの形にしてドイツ
のプレプリントサーバーにアップロードし
てある. 
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