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研究成果の概要（和文）：2次方程式の実数解の存在条件は係数の不等式で書けるが，この性質

を一般化した QE という性質について，順序加群と呼ばれる構造で調べ，QEをもつ順序加群の

直積が再び QE をもつ場合をほぼ解明した。ランダムグラフに対応する Baldwin-Shelah のジェ

ネリック構造というものがあり，そこで成り立つ性質は，ある簡単な形の条件式で公理化でき

ることを一般的な場合について証明した。無限順序がある状況でも，自己同型を小さいモデル

上へ制限したときの様子を決めておくと，ジェネリック自己同型のクラスが初等的になる場合

があることを示した。 

 
研究成果の概要（英文）：The existence condition for real solution of a quadratic equation 
can be written by a simple inequality on coefficients. This property is generalized to 
a property called QE. We clarified when a product of ordered abelian groups has QE. There 
are Baldwin-Shelah generic structures corresponding to random graphs. We proved that the 
statements valid in such a structure can be axiomatized by conditions of a simple form. 
Even with the existence of an infinite order, if we specify the restriction of an 
automorphism to a fixed small model, then we found an example where the class of generic 
automorphisms is elementary. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 正標数の幾何的 Mordell-Lang 予想や p

進閉体に対するポアンカレ級数の有理性が
モデル理論の手法を用いて証明された。これ



らの証明では，モデル完全性と呼ばれる性質
をもつ公理系が重要であった。モデル完全な
公理系は，多くの場合，もう少し弱い公理系
に対する存在閉モデルと呼ばれる構造のク
ラスを規定するものである。典型的なものは
代数構造の体のクラスにおける代数的閉体
が存在閉モデルである。 
 
(2) 応用では，体の構造で，微分演算子，付
置，自己同型を考えたものの存在閉モデルが
一階の公理系で規定できるときが重要であ
った。存在閉モデルのクラスが一階の公理系
で規定できるとは限らない。任意の構造にお
いて自己同型を考えることができ，ごく弱い
仮定のもとで存在閉モデルはたくさん存在
する。しかしながら，もとの構造が不安定の
場合，かなり一般的な仮定のもとで自己同型
の存在閉モデルのクラスは一階の公理系で
は規定できないことを研究代表者は過去に
示している。 
 
２．研究の目的 
(1) 与えられた構造に自己同型や適当な部
分集合を新たに構造として加えたとき，体に
おける代数的閉体に対応するようなモデル
(存在閉モデル)のクラスがどのようなもの
か研究する。 
 
(2) 自己同型や述語による拡張をしたあと
の存在閉モデルにおいて，新たに定義可能に
なる集合がどのようなものかを研究する。 
 
３．研究の方法 
(1) 単純理論の視点からの研究，Generic 構
成法との関連の研究，代数との関わりの研究
という 3つの分類を考えて研究を行った。 
 
(2) 連携研究者との会合は主に法政大学市
ヶ谷キャンパスで行い，東海大学代々木キャ
ンパス，筑波大学でも行った。 
 
(3) 次のような国内のモデル理論の研究集
会に関連する研究者に来てもらい，研究打ち
合わせを行った。 
・モデル理論夏の勉強会 2007, 筑波大学，
2007 年 8 月 6 日～8月 8日 
・ＲＩＭＳ研究集会，モデル理論の手法によ
る無限構造の構成法， 2007 年 10 月 29 日～
11 月 1 日 
・鹿児島モデル理論研究集会，鹿児島国際大
学 728 教室 2009 年 2 月 23 日-2 月 25 日 
・「モデル理論とその周辺」研究集会，神戸
大学 2009 年 11 月 27 日～22 月 29 日 
・Model Theory Kirishima 2010, New 
developments of "independence" in model 
theory, 3/1-5, 2010. 
 

(4) 海外の研究者と意見交換をしたり，成果
を発表するために次のような海外の研究集
会に参加した。(先方の予算で行ったものは
掲載していない。) 
・Around Classification Theory Workshop, 
University of Leeds, 6/27-30, 2008. 
・Stability Theoretic Methods in Unstable 
Theories (Workshop), The Banff 
International Research Station,2/9-13, 
2009. 
 
４．研究成果 
(1) 順序加群の直積と存在記号の消去(QE)
の可能性の関係について新たな結果が得ら
れた。QE 可能な構造は存在閉モデルであるこ
とが知られている。存在記号の消去が可能で
あるとは，実数係数の 2次方程式の解の存在
条件が係数に関する不等式で表現できるよ
うに，ある種の存在条件が簡単な形で表すこ
とができるということである。余分な定数と
関係の構造をもつ QE 可能な順序加群と加除
加群との直積も QE 可能なことが知られてい
たが，直積の定義を少し一般化した場合にお
いて，加除加群の代わりに正則加群や Z加群
と呼ばれるものを考えても同様の結果が得
られることを示した。 
さらに，特別な正則加群の場合を除いて，QE
可能な加群同士の直積も QE 可能になること
を示した。 
 
(2) 任意の構造は，自己同型写像を新たな
構造として考えることができ，このように構
造を拡張して得られるクラスにおける存在
閉モデルが考えられる。このクラスを一階の
論理式で公理化できるかどうかという問題
に関連して，次のような結果を得た。 
自己同型写像の融合性のいくつかのバリ

エーションを考え，その中で一番強い意味で
自己同型写像の融合性をもたない例を 2項グ
ラフで strict order property をもつように
作った。他に simple unstable of SU-rank 1 
の Hrushovski の例があるが，それも Mekler
の方法で 2項グラフに変換しても同じ性質を
もつことがわかった。また，副産物として，
quasi-generic class という有限構造のクラ
スを定義し，その quasi-generic structure
という概念をつくり，その存在と可算範疇性， 
さ ら に モ デ ル 完 全 性 を 示 し た 。
quasi-generic structure では必ずしも量記
号消去が可能とは限らない。 
 
(3) 全順序のはいった２つの順序加群Ｈ，
Ｋに対し，辞書式順序積Ｈ×Ｋが定義される
が，Ｈに余分な定数や関係の構造がある場合
にもある程度自然な順序積が考えられる。 
ＨとＫそれぞれで成り立つ論理式の集合

（理論と呼ぶ）を生成する公理系が与えられ



たときに，この順序積構造の理論が具体的に
公理化できることはＨとＫにおける存在記
号の消去が可能という仮定のもとで証明さ
れていたが，この仮定なしに，ＨとＫの理論
からこれらの順序積構造の理論が具体的に
公理化できることを示した。 
 
(4) グラフ構造に対し，「頂点の個数－辺の
個数」を前次元と呼び，どの誘導部分グラフ
に対しても前次元が０以上になるような有
限グラフの全体を考えると，これらをうまく
貼り合せてジェネリック構造と呼ばれるよ
い性質をもった構造が構成できる。 

「辺の個数」に実数の重みをつけて引いた
ものを前次元として同様のクラスを考えて
もジェネリック構造が構成できる。重みが無
理数の場合には，ジェネリック構造の理論が
任意存在形の論理式で公理化できることが 
知られていたが，重みが有理数であっても，
ジェネリック構造の理論が任意存在形の論
理式で公理化できることの証明を行った。 
 
(5) 一階の公理系 Tに対し，Tのモデル Mと
その自己同型σの組(M, σ)のクラスを考え
る。T が不安定の場合に，この構造のクラス
における存在閉モデル全体のクラスは一階
の公理系をもたない場合がほとんどという
結果を過去に得ているが，Tのモデル M0 とそ
の自己同型 s を一つ固定し，(M0, s)の拡大
だけに制限した部分クラスを考えた場合ど
うなるかという問題について研究し，次の結
果を得た。 
(a) M0 に定義可能な推移的順序<があり，a < 
s^n(a) となる M0の要素 aと自然数 nが存在
する場合，(M0,s)の拡大クラスにおける存在
閉モデルのクラスは一階の公理系をもたな
い。 
(b) 次の場合，M0 の自己同型 sをどのように
与えても，(M0, s)の拡大のクラスにおける
存在閉モデルのクラスは一階の公理系をも
たない。 
 (i) M0 がランダムグラフの場合。ジェネリ
ック構成法により得られる組み合わせ論的
な不安定構造についても同様のことが言え
るようである。  
(ii) M0 に全順序が定義できる場合。  
(iii) M0 が n 分木の場合。  
(iv) M0 が無限分岐木の場合。 
 
(4) M0 が有限分岐木で，深くなるほど分岐の
数が多くなる場合，自己同型 sをうまくとる
と，存在閉モデルのクラスが一階の公理系を
もつ。自己同型 s として，各レベル(根から
の郷里)での軌道の大きさが次第に大きくな
るようなものをとればよい。Witt Vector 上
で Witt-Frobenius 写像を考えた構造(離散
付値，剰余体，値群も構造と考える)もモデ

ル完全であることが知られているが，状況に
類似性があり，何らかの一般化が期待される。 
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