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研究成果の概要：独立性証明というのは、数学的な命題が数学の標準的な公理系のもとでは証

明できないことを示すための論法のことである。独立性証明を行う際の主要な集合論的な技法

である強制法を用いることによって、実数の集合論、組合せ論的集合論、記述集合論や、一般

位相幾何学などの様々な数学の分野における問題に関するいくつかの無矛盾性の結果を証明し

た。 
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１．研究開始当初の背景 
コーエンが強制法を発明した後、集合論は急
速に発展し、実数の構造についての多数の命
題が集合論の公理系 ZFC から独立である
ことが示された。また、独立性証明を行う際
に有用な技術である強制法の反復法も開発
された。近年は、Shelah の template に沿
った反復法という新しい技法（Two cardinal 
invariants of the continuum (d＜a) and FS 
linearly ordered iterated forcing, Acta 
Math. 192 (2004), 187-223）などの、ccc 強
制法の有限台反復法及び proper 強制法の

可算台反復法という古典的な方法と異なる
反復強制法についての水準の高い研究が進
展している。また、既知の実数を付け加える
強制法やその反復法のさらに詳細な分析が
行われている。本研究（特に、研究成果 (1) と 
(6)）と方法論的に密接に関連しているフィル
ターに対応する Laver 強制法に関して，研
究代表者によって多くの結果が得られてい
る（Van Douwen’s diagram for dense sets of 
rationals, Ann. Pure Appl. Logic 143 (2006), 
54-69）。  
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２．研究の目的 
この研究の目的は、連続体とその部分集合の
構造を取り扱う「実数の集合論」を組合せ論
的集合論や記述集合論の観点から調べるこ
とであった。特に、強制法の最新の技術を用
いることによって、「実数の集合論」に焦点
を絞りつつ、その一般位相幾何学、群論等の
数学の他分野への応用についても研究を行
うことを目指した。例えば、下記の具体的な
テーマについて研究することが本研究計画
の目的であった。 
 
(1) Malyhin の問題。バーコフと角谷の古
典的な定理により、「全ての第一可算位相群
は距離づけ可能である」ことが知られている
が、この命題で仮定されている第一可算性を
どの程度まで弱めることができるかという
問いは自然で重要な問題となる。第一可算性
より弱い性質のうち、フレシェ性は主要な役
割を果たしている。距離づけ可能でない非可
算なフレシェ群の存在は知られているが、
「全ての可算なフレシェ群が距離づけ可能
であることは無矛盾であるか？」という 
Malyhin の問題が未解決のまま残されてい
る（研究成果 (1) を参照）。 
 
(2) 射影的階層における可測性。実数を付
け加える多数の強制法 P は、ボレル集合族
を実数上のあるσ-イデアル I で割った商 
Borel/I と し て 表 現 で き る （ Zapletal, 
Descriptive set theory and definable 
forcing, Mem. Amer. Math. Soc. 167 (2004), 
no. 793）。P-可測性は、ルベーグ可測性やベ
ールの性質のように、I に対して導入された
可測性の概念である。Σ11 集合は P-可測で
あるが、構成可能性公理のもとで P-可測で
ない Δ12 集合は存在する。従って、Δ12 P-
可測性及び Σ12 P-可測性を構成可能集合の
クラス上の超越命題として特徴づけること
は一般的かつ重要な問題である（研究成果 
(3) を参照）。 
 
 
 
 
 
３．研究の方法 
本研究では、無矛盾性証明を行う際だけでな
く、ZFC の結果を得るためにも、ジェネリ
ック実数を間接的に用いるなどで、最新の強
制法の様々な手法を用いた。例えば、Shelah 
の template に沿った反復法（研究成果 (2) 
を参照）、フィルターに対応する Laver 強制
法（研究成果  (1) と  (6) を参照）及び 
Mathias 強制法（研究成果 (5) を参照）の
有限台反復法、Hechler 強制法の有限台反復
法（研究成果 (3) を参照）などの方法論とし

て重要な技術を用いた。また、Δ12 E-ベー
ルの性質が Σ12 ルベーグ可測性から導か
れること（研究成果 (3) を参照）を証明する
ため、まず  Σ 12 ルベーグ可測性が 
localization 強制法のジェネリックの存在と
同値であること、次に後者が  eventually 
different reals 強制法のジェネリックの存
在を導くこと、最後に後者が Δ12 E-ベール
の性質と同値であることを示した。このよう
に、強制法を用いて ZFC の結果を証明した。 
 
実数の集合論に関する組合せ論的集合論や
記述集合論については世界的に研究が行わ
れているため、海外の研究者との意見交換や
討論、特に共同研究は必要不可欠であった。
研究成果の多くは、Michael Hrušák、Yi 
Zhang、Benedikt Löwe や Jana Flašková
らとのディスカッションや共同研究により
得られた。また、研究代表者は研究集会及び
国際会議に招待された際、様々な研究者と意
見交換を行った。さらに、研究集会及び国際
会議を開催した。 
 
(1) 下記の長期間の研究打合せを実施した。 
① 2007年 9月 3日~21日：中山大学（広州、
中国）。Yi Zhang との意見交換。Mad 
families を中心に研究を行った（研究成果 
(2) を参照）。 
② 2007年 11月 19日~12月 12日：Michael 
Hrušák は神戸大学を訪問した。下記の研究
成果 (1) を完成し、研究成果 (4) に着手した。 
③ 2008年 3月 1日~3月 29日：Benedikt 
Löwe は神戸大学を訪問した。下記の研究成
果 (3) を得た。 
④ 2008 年 8 月 20 日~9 月 12 日：Jana 
Flašková は神戸大学を訪問した。下記の研
究成果 (5) に着手した。 
⑤  2009 年 1 月 26 日~2 月 23 日：
Universidad Nacional / Universidad de los 
Andes（ボゴタ、コロンビア）と Instituto 
Venezolano de Investigaciones Científicas
（カラカス、ベネズエラ）。Andrés Villaveces，
Ramiro de la Vega、Maria Losada と 
Carlos DiPrisco との意見交換。また、実数
の集合論をテーマにしたミニコース
「Forcing and the structure of the real line」
を行った。 
 
(2) 代表者は下記の海外での国際会議及び研
究集会へ招待され、様々な研究者と意見交換
や議論を行った。 
①  2007 年 6 月 1 日~7 日：国際会議
「 Leonhard Euler and modern 
combinatorics」。サンクト・ペテルブルグ（ロ
シア）。 
② 2007 年 11 月 9 日~10 日：研究集会
「 Conference in honour of the 60th 



 

 

birthday of Professor Andreas R. Blass」。ト
ロント（カナダ）。 
③ 2008 年１月 13 日~19 日：研究集会
「Mengenlehre」。オーバーウォルファッハ
（ドイツ）。 
④ 2008 年 6 月 9 日~19 日：国際会議
「 Advances in Set-Theoretic Topology. 
Conference in Honour of Tsugunori Nogura 
on his 60th Birthday」。エリチェ（イタリア）。 
⑤ 2008年 9月 22日~26日：研究集会「The 
10th Luminy Workshop in Set Theory」。マ
ルセーユ（フランス）。 
 
(3) 本研究者は下記の国際会議及び研究集会
を開催した。 
① 2008年 3月 19日~21日：研究集会「Set 
Theory Meeting in Kobe」を神戸大学にて開
催し、Benedikt Löwe にミニコースを行って
もらった。 
② 2008年 8月 25日~29日：研究集会「組
合せ論的集合論と記述集合論」を京都大学数
理解析研究所にて開催し、Simon Thomas
（Rutgers University, 米国）と Menachem 
Kojman（Ben Gurion University, イスラエ
ル）にミニコースを行ってもらった。 
③ 2008年 9月 1日~6日：神戸大学で開催
さ れ た 国 際 会 議 「 10th Asian Logic 
Conference」でプログラム委員を務めた。 
④ 2009年 3月 5日~6日：研究集会「第８
回の関西集合論セミナー」を神戸大学にて開
催した。 
 
 
 
 
 
４．研究成果 
連続体とその部分集合の構造を組合せ論的
集合論や記述集合論の観点から調べた。特に、
強制法の理論の最新の技術を用いることに
よって、実数直線の組合せ論的構造を表現す
る基数不変量、自然数上の極大フィルター、
射影的階層の低いレベルにおける可測性、特
異 基 数 上 の  maximal almost disjoint 
families や、可算なフレシェ群などに焦点を
絞って研究を行った。主な研究成果は下記通
りである。 
 
(1) Malyhin の問題（位相群）。自然数の有
限部分集合全体は、対称差を演算としてブー
ル群になる。この群 G について考える。自
然数全体上のフィルター F に対して、G 上
の位相τ(F) が自然に定義されるが、このτ
(F) が距離づけ可能であることは、F が可算
生成であることと同値になる。また、いくつ
かの ZFC から独立な公理のもとで、τ(F) 
がフレシェとなるような非可算生成のフィ

ルター F が存在し、Malyhin の問題の反例
を与える。研究代表者は Michael Hrušák 
(Universidad Autónoma Nacional de 
México, Morelia, メキシコ) との共同研究で、
「全てのω1生成のフィルター F に対して、
τ(F) がフレシェでない」という命題の無矛
盾性を証明し、Malyhin の問題を部分的に解
決した（雑誌論文①を参照）。この矛盾性を
証明するため、フィルアーをうまく選び、そ
れに対する Laver 強制法を finite support  
で反復するという手法を用いた。 
 
(2) 特異基数上の  mad families。無限基
数 κ の部分集合からなる族 A が almost 
disjointであるとは、全ての A の元の濃度が 
κ で、どのふたつの A の元の共通部分も濃
度が κ より小さくなることをいう。また、
包含関係に関して極大な almost disjoint な
集合族を maximal almost disjoint family
（または mad family）と呼ぶ。κ の共終数
以上の濃度を持つ、κ 上の mad family の
最小濃度は almost disjointness number と
呼ばれ、a(κ) で表される。このとき、a(κ) 
≦ a(cf(κ)) が明らかに成り立つ。本研究で
は、可測基数の存在の無矛盾性のもとで、可
算共終数の特異基数 κ に対して、a(κ) ＜ 
a(ω) が無矛盾であることを示した。この証
明においては、κ 上の mad family を付加
する ccc 強制法を新たに構成し、さらにそれ
を template に沿った反復強制法に埋め込む
という洗練された手法を用いた。Mad 
families on singular cardinals (in 
preparation) として出版される予定である。 
 
(3) 射影的階層における可測性。Benedikt 
Löwe (Institute for Logic, Language and 
Computation, Amsterdam, オランダ) との
共同研究で、実数を付け加える古典的な ccc 
強制法のひとつである eventually different 
reals 強制法 E に対応するベール空間上の
トポロジー τ(E) のベールの性質を調べた。
τ(E) は標準トポロジーより強い。「全ての 
Σ12 集合が E-ベールの性質をもつ」と「全
ての実数 x に対して、ω1 が L[x] におい
て到達不可能である」というふたつの命題が
同値であることを示した。さらに、「全ての 
Δ12 集合が E-ベールの性質をもつ」という
命題が Σ12 ルベーグ可測性から導かれ、古
典的な Δ12 ベールの性質を導くことも証
明した。この他、Hechler のモデルを使うこ
とによって、「古典的なΣ12 ベールの性質が
成り立つが、Δ12 E-ベールの性質が成り立
たない」ことの無矛盾性なども得ている。こ
れを示すために、Hechler 強制法の組合せ論
的性質を詳細に調べており、dominating な
実数以外の eventually different な実数が
付加されないことを証明した。Eventually 



 

 

different functions and inaccessible 
cardinals (preprint) として出版される予定
である。 
 
(4) Cichoń  の図式の有界なバーション。
Michael Hrušák との共同研究で、ベール空
間上の eventually bounding 順序とそれに
関連する基数不変量（unbounding number 
と dominating number）を用いずに、零集
合イデアルと痩集合イデアルに関連する基
数不変量の組合せ論的特徴づけをその有界
なバーションと置き替えることで、Cichoń 
の図式への新しいアプローチを発展させた。 
 
(5) 極大フィルターの存在とジェネリッ
ク存在。自然数全体 N 上の極大フィルター
のクラスがジェネリックに存在するとは、連
続体の濃度より真に小さい全てのフィルタ
ー基がそのクラスに属する極大フィルター
へ拡張できることをいう。また、I を自然数 
N 上の稠密なイデアルとするとき、N 上の
自由極大フィルター U が I-極大フィルタ
ーであるとは、任意の関数 f:N→N に対して、
その f-像が I に属するような U の元が存
在 す る こ と を い う 。 Jana Flašková 
(University of West Bohemia, Plzeň, チェ
コ) との共同研究では、I が密度ゼロイデア
ルまたは総和可能イデアルの場合について、 
I-極大フィルターの存在とジェネリック存在
を調べた。特に、密度ゼロ極大フィルターの
ジェネリック存在を特徴づける基数不変量
の下界と上界を発見した。Generic existence 
of density zero ultrafilters (in preparation) 
として出版される予定である。 
 
(6) 解析的な商構造に関連する基数不変
量。解析的なイデアルや Fσ-イデアルなど、
定義可能なイデアル I で P(N) を割った商
構造 P(N)/I は近年活発に研究されている。
この研究は Farah の重要な業績（Analytic 
Quotients: theory of liftings for quotients 
over analytic ideals on the integers, Mem. 
Amer. Math. Soc. 148 (2000), no. 702）によ
って注目を集めた。上記のような P(N)/I の
多くは、P(N) を有限部分集合で割った
P(N)/fin とよく似た構造を持つ。例えば、F
σ-イデアル I に対して、P(N)/I は強制法と
して実数を付け加えないσ-閉構造となり、自
然数上の極大フィルターを付加する。つまり、
強制法に関して P(N)/fin と同様な性質をも
ち、CH のもとで P(N)/fin と同形である。
本研究では、総和可能イデアル I について、
P(N)/fin と P(N)/I の構造の比較に着手し
た。特に、それぞれの構造に対してある基数
不変量の値が異なるようなモデルを構成す
ることによって、P(N)/fin と P(N)/I が同形
でないことの無矛盾性を示した。  
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