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研究成果の概要（和文）： 
この研究では、領域の変動が、その領域上で定義されている楕円型微分方程式の境界値問題の

解に、どのような影響を及ぼすかについて調べた。特に、境界値問題の解を用いて定義される

汎関数について、領域の摂動に関する第一変分、第二変分を計算する方法を確立した。その結

果を用いて、有界領域上の Green 関数の領域の摂動に関する古典的な Hadamard の変分公式

を、簡便に計算する方法を発見した。また、「ダム問題」と呼ばれる自由境界問題について、解

を制御する変分原理の領域の変動に関する第一変分、第二変分を計算し、さらに第一変分を用

いた反復解法を新たに提案した。 
 
研究成果の概要（英文）： 
Suppose that we are interested in an elliptic boundary value problem defined on a bounded 
domain.  In this research, we consider effects of perturbation of the domain to the solution 
of the boundary value problem.  In particular, we have established a scheme of computing 
the first and second variations of functionals defined with the solution of BVP.  Using the 
scheme, we have found an alternative proof of the classical Hadamard’s variational formula.  
We also apply the scheme to the research of a free boundary problem called the “dam 
problem”.  We have obtained the first and second variation of the functional which governs 
the dam problem.  Using the obtained the first variation, we propose a new iterative 
algorithm for numerical solution of the dam problem. 
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１．研究開始当初の背景 
２０世紀に、数学的に厳密な偏微分方程式

の理論が大発展した。これまでに膨大な量の
成果が蓄積され、人類共通の財産となってい
る。しかし多くの場合、偏微分方程式を考え
ている領域はあらかじめ与えられており、ま
た時間発展のさいにも変化しないと仮定さ
れている。しかし、工学や物理学などで現れ
る現実の問題では、そもそも方程式が定義さ
れる領域が不明の場合や、時間とともに領域
が変化していく場合が多い。そのような場合
を扱えるような偏微分方程式の理論は、２１
世紀初頭の現在でも驚くほど未整備であり、
未解決の問題がたくさんある。 
 
２．研究の目的 

(1) 上記のような状況をふまえ、この研究
の目的は、領域が摂動を受けて境界が少し変
形した場合に、楕円型の境界値問題の解がど
のような影響を受けるかを、定量的に調べる
ことであった。特に、境界値問題の解を用い
て定義されている汎関数の、領域の摂動に関
する第一変分、第二変分を計算することを試
みた。 
 (2) この研究のもう一つの目的は、自由境
界問題に対する反復解法の研究である。自由
境界問題に対するアプローチとして、レベル
セット法と反復解法の２つが主に挙げられ
る。レベルセット法は理論的な解析に向いて
いて、数学的に厳密な理論ではレベルセット
法が用いられることが多い。それに対して工
学の現場では、多くの場合に、より直感的な
反復法が用いられる。しかし、反復法の収束
や誤差解析など、反復法の挙動を数学的に厳
密に調べた研究は、これまでほとんどなかっ
た。また、自由境界問題に対する反復法にお
いては、考えている領域の境界を、何らかの
アルゴリズムにより少しずつ変化させてい
く。つまり、よりよい反復スキームを設計す
るために、自由境界問題を支配する微分方程
式の解の境界の摂動による影響を調べる必
要が出てくる。つまり、(1)の研究の成果がこ
の研究へ応用できるであろうことが、強く期
待できる。 
 
３．研究の方法 
 領域の摂動より境界値問題のさまざまな
データが影響を受けるが、それを固定された
領域に引き戻してやる。つまり、「領域の摂
動」を、「固定された領域上のデータの変動」
に変換してやる。こうすると、従来の様々な
手法が使えるようになる。そのさい重要なの
は、変換のしかたに二通りあるということで
ある。一つのやりかたは、領域上の１点に注
目するというもので、もう一つのやり方は変
換が生成する「流れ」に乗って考えるという
者である。流体力学からの比喩で、前者を 

「Euler 的」  (Eulerian)と呼び、後者を、
「Lagrange 的」 (Lagrangian)と呼ぶ。この
２つの見方をうまく組み合わせることで、
様々な解析が可能になった。また、古典的か
つ Euler的な Liouvilleの定理とその拡張も、
重要な道具である。 
 
４．研究成果 
得られた研究成果は、以下の通りである。 

 (1) 領域の変動に関する Liouvilleの定理
を用いて、領域の摂動に関する Green 関数の
第一変分、いわゆる Hadamard の変分公式の
非常に簡明な証明を発見した。また、
Liouville の定理を２階微分の場合に拡張す
ることにより、領域の摂動に関する Green 
関数の第二変分も計算することができた。こ
れは、Garabedian-Schiffer の 1953 年の結果
の拡張になっている。 
 
 (2) ダム問題と呼ばれる地下水の流れの
表面を求めるという、自由境界問題を考察し
た。ダム問題を支配する汎関数を考え、領域
の摂動によるその汎関数の第一変分、第二変
分を求めることに成功した。さらに、求めた
第一変分を用いて、最適設計の分野で名古屋
大学の畔上教授が開発した力法(traction 
method)と呼ばれるアルゴリズムを、ダム問
題の反復解法として適応してみた。数値実験
の結果、非常に良好な収束を観測した。現在、
この反復解法の挙動について、詳しい数学解
析を考察しているところである。 
 
 (3) これまで述べてきた研究とは別に、リ
ーマン多様体上の偏微分方程式に対する有
限要素法の研究も行ってきた。それに関して
は、次のような結果を得た。まず、平面上の
単位円から、平面上に与えられた Jordan 閉
曲線の外部の領域への等角写像を、区分的１
次有限要素法で求める方法を考えた。そのた
めに、まず平面から２次元球面への立体射影 
(stereographic projection)を考える。立体
射影は平面から球面への等角写像であるの
で、非有界な Jordan 外部領域は球面上の有
界領域に等角に移される。よって、単位円か
ら球面上への単連結有界領域への等角写像
の有限要素近似が構成できれば、それと立体
射影を組み合わせることにより、単位円から
Jordan 外部領域への等角写像が近似できる
ことになる。 
 単位円から平面上の有界な Jordan 領域へ
の等角写像が満たす変分原理は、単位円周を
Jordan 閉曲線に単調に移すような写像の中
で Dirichlet積分の値が最小になるものであ
った。このいわゆる Dirichlet の原理は、単
位円を２次元リーマン多様体上の単連結領
域に移すような等角写像についても同様に
成り立つことを確認し、実際に区分的１次有



限要素法の収束証明も得た。また、実際に、
単位円から球面上の単連結領域への等角写
像を計算するプログラムも作成した。 
 もちろんこのプログラムは、リーマン多様
体上の単連結領域を三角形分割することに
使用できる。現在、リーマン多様体の単連結
領域上で定義された楕円型境界値問題に対
する有限要素近似について研究を進めてい
るところである。 
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