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研究成果の概要： 
非圧縮流れの基礎方程式であるナビエ・ストークス方程式で記述される三次元流れ問題におい
て，少ない計算量で高解像度の計算を実現できる計算コードを開発した. ナビエ・ストークス
方程式の物質微分項に特性曲線による近似を適用して時間微分の近似を行うことで時間発展の
各ステップで線形のストークス方程式を解く. 領域全体での高解像メッシュを用いることなく，
流れが急激に変化する領域において有限要素分割を細分することで効率的な計算を行う事がで
きる．三次元ストークス方程式は大規模計算となるが，部分構造反復法を改良することで効率
的な並列計算が可能になった． 
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 直接経費 間接経費 合 計 
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研究分野：数物系科学 
科研費の分科・細目：数学・数学一般（含確率論・統計数学） 
キーワード：解適合細分・階層型有限要素・特性有限要素法・部分構造反復法・ 
      縁取り直接解法 
 
１．研究開始当初の背景 非圧縮流れの基礎方程式であるナビエ・スト

ークス方程式で記述される三次元流れ問題
において，なるべく少ない計算量で高解像度
の計算を実現できるアルゴリズムを開発す
ることが目的である．ナビエ・ストークス方
程式の物質微分項に特性曲線による近似を
適用して時間微分の近似を行うことで時間
発展の各ステップで線形のストークス方程
式を解くアルゴリズムが得られる．この際， 
領域全体での高解像メッシュを用いること
なく，流れが急激に変化する領域において有
限要素分割を細分することで計算の効率化
を図る. 

有限要素法は三次元問題においては，多面体
領域を四面体あるいは六面体の要素の集合
として取り扱うため，実問題に非常に近い形
状の領域での計算が可能である．偏微分方程
式を表す弱形式を離散化して得られる方程
式を解くことにより数値解を得るが，その効
率的な求解には係数行列成分をなんらかの
形で記憶する事が必要になる．これには非常
に多くのメモリーが必要であり，現実の物理
現象や工学的応用での三次元の問題では 100
万節点以上の離散点で流速と圧力の未知数
に関する方程式系を解くためには数値計算
アルゴリズムの工夫が必要である． 

３．研究の方法 
２．研究の目的 大規模問題のための有限要素法による数値



計算プログラムの開発においては， 有限要
素法の持つ特徴の一つであるモジュール性
を生かした手法が一般的である．詳しくは，
有限要素メッシュ生成， 弱形式の要素毎で
の積分と総和による剛性行列生成， 得られ
た係数行列を連立方程式サブルーチンによ
り求解することのモジュールに分けられる．
特に連立方程式の解法サブルーチンはより
汎用的なルーチンであり有限要素法の剛性
行列の特徴である疎行列のデータ構造を扱
うことのできるものは存在するが， これは
要素細分に対応したデータ構造ではない．一
方要素細分はその構成法から二分木などの
データ構造により記憶される事が多い．動的
に変化するデータ量を記憶する事にはうま
く対応するがデータのアクセスに間接参照
を多用することになるため高速計算には馴
染まない．大規模演算を行うためには通常の
配列を用いる必要がある．また， 境界条件
を扱うためには剛性行列のデータを修正す
るサブルーチンを用意する必要があり， 三
次元問題においては煩雑なプログラム構成
になってしまう．既存の工学計算コードで用
いられる手法から離れて， 有限要素法の数
学的枠組みに直接従い全節点自由度から境
界データを満たす部分集合への射影を用い
る方法をとることにする．既存のサブルーチ
ンを統合してコードを作成するのではなく， 
メモリーの使用量と計算の高速性を両立す
るようなデータ構造を導入してコードを作
成する. 

４．研究成果 
(1)流れ問題の基礎方程式のナビエ・ストー
クス方程式は流体の粘性による運動を記述
する拡散項と，流れに沿う運動を記述する移
流項を含む．拡散項は線形の現象であり， 移
流項は流体それ自身との相互作用を含むた
め非線形の現象である．数値計算においては
この移流項を近似する操作は簡単ではなく，
離散点の数が少なく解像度が十分でないと
解が振動してしまう．流れの速度が速くなる
と相対的に粘性が低下して，移流が支配的と
なり流れは複雑になり， 境界層などを生み
出す．これらの現象を観察する数値シミュレ
ーションコードを開発することが目的であ
るため， 移流卓越の状況でも十分な近似を
おこなう事のできる手法を選択する必要が
ある．移流項において流れの方向を考慮した
離散化手法が必要となるが,これは上流化手
法と呼ばれ,二つの手法がある．一つ目は有
限要素法の弱形式に付加項を追加し,流れの
上流方向の情報を取り込むものであり, 安
定化有限要素法と呼ばれる．二つ目は時間発
展項と移流項をまとめて物質微分項(ラグラ
ンジアン微分項)と見なし,その近似を行う
特性曲線法である．前者はプログラムの追加
修正は小規模であるが, 数値解を得るため

の連立一次方程式の係数行列は非対称とな
り, 高速計算のためには非対称行列を扱う
大規模線形ソルバーの高速化が必須となる．
後者は得られる連立方程式の係数行列は対
称となり, 少ないメモリー量で高速な計算
が可能な共役勾配法を用いる事ができる.し
かしながら, 特性曲線法では図に示すよう
に, 時間ステップを一つさかのぼると, 流
れの上流方向に引き戻しをした要素は現在
の時間ステップでの要素と複雑な重なりを
持つことになる．この形状判定の計算は煩雑
なため, 従来の計算コードでは数値積分公
式による近似計算をおこなっている．しかし, 
この数値積分近似計算は不安定性を引き起
こすことが知られており, 特性有限要素法
が普及していないことの一因となっている. 
 

図 1 : 上流要素と未知データを保持する 
要素との重なり 

本研究では有限要素に区分一次要素(P1 要
素)を用いるため, 有限要素補間した 1 ステ
ップ前の流速に対し, 上流要素を探索し流
速場を評価するアルゴリズムは数値積分誤
差無しに構築できる．図は二次元での三角形
要素の重なりを示しているが, 区分一次要
素を用いるため, 流れに沿ってこの三角形
を上流方向に引き戻しても要素の各辺は線
分で構成される．従って三角形同士の重なり
を考えることになるが, 積分値のみを求め
ればよいことに着目し, 三角形を三つの半
平面の共通部分として表す事で，再帰的に計
算することができる.重なりの形状そのもの
は扱わないので三次元でも同様に計算でき
る. 
(2) 解適合要素細分の構成要素である要素細

分操作に粗い要素による領域要素分割の要素

隣接関係を細かい要素による分割での要素隣

接関係に継承するアルゴリズを開発した．要

素細分法は二分法に基づくものが多く用いら

れている．三角形あるいは四面体の辺の中点

に新たな節点を配置する事で要素の細分を行

う手法である．この手法による有限要素法プ

ログラムパッケージ に A.Schmidt と K.G. 

Siebert によるALBERTA がある．二分法によ

る要素細分法は二分木によるデータ構造によ



り効率よく記憶され, 二次元, 三次元に共通

した手続きを用いることができ, 実装は比較

的容易である．しかしながら有限要素法プロ

グラムの構成要素の一つである剛性行列の計

算とは独立しており, ALBERTA では要素細分

が行われる毎に剛性行列の要素全てを再計算

ている. 

  

 
図2 : 三角形要素と遷移領域での要素分割 

本研究では図2に示す様にある要素をなるべ

く多くの合同な部分領域に分割するアルゴリ

ズムを採用した．二次元の場合, 三角形は4

個の小三角形に分割されるが, 中心のものを

除き残り3個は元の要素と合同で大きさは1/2

である．三次元の場合，四面体は4個の合同な

小要素と新しい4個の要素に分割される.三角

形/四面体一次要素では辺あるいは面の内部

に節点を置く事ができないので図2に示すよ

うに粗い要素による分割の領域と細かい要素

による分割の領域の間に遷移的な領域を設定

する事になる．二次元では遷移領域での要素

分割方法は一種類であるが三次元では細かい

領域に面で接するか辺で接するかの違いによ

り二種類の分割方法を用意する必要がある．

図3に示すように面で接する場合は四分割，辺

で接する場合は二分割になる. 

 
図3 : 三次元での四面体要素の細分と 

細分遷移領域での二種類の分割要素 

この分割アルゴリズムでは要素細分領域の内

部では，節点同士の関係は粗い要素での関係

を継承することができる．有限要素法では剛

性行列は有限要素基底関数の勾配同士の積を

それぞれの要素で積分する事によって要素剛

性行列を生成し，着目する節点を含む要素に

渡って足し合わせることにより得られる．要

素細分後の剛性行列の変更は次のようになる

事がわかる．図4に示すように粗い要素のある

節点の周りの節点は細分後には1/2の距離に

移動している．この際, 要素剛性行列は要素

の合同性からその値は不変である．したがっ

て粗い要素の節点を継承する節点に関しては

細かい要素の上での積分を新規に計算する必

要はなく，剛性行列の値を継承することがで

きる(図4において節点番号3の周辺節点)． 

 
図 4 : 二次元での三角形要素での隣接節点関

係と要素細分後隣接節点関係 

細かい要素で新規に追加された節点と遷移領

域に接する節点においては要素剛性行列を計

算する(図4において節点番号34の周辺節点).

この計算は，通常の計算では剛性行列を生成

後に破棄してしまう要素剛性行列を全て記憶

することで, 新規に生じた細分要素のみでの

計算へと省力化できるが，三次元問題では新

規に生じる細分要素の個数が多く，また要素

数も多いので，省力化を図らず細分要素の計

算をする方法を採用した． 

 (3) 流れ問題全体ではナビエ・ストークス方

程式を解く必要があるが，特性曲線有限要素

法を用いるため，ナビエ・ストークス方程式

の非線形項である移流項は物質微分項として

処理され，各時間ステップではストークス方

程式を解く事に還元される．ストークス方程

式を流速・圧力ともにP1要素を用いて近似す

る．非圧縮性は流体の制約条件として扱われ

るため，流速・圧力に同じ近似精度の要素を

用いると可解性が満たされないが，安定化有

限要素法を用いることで収束性が保証された

解を得ることができる． 
有限要素法の並列計算手法に部分構造反復
法がある．このアルゴリズムは弾性体問題向
けに開発されてきたが,ストークス方程式を
効率よく解くよう改良した．内部自由度を消
去したあとの不定値問題に共役勾配法を適
用し, その前処理に剛体運動自由度と圧力
不定性から粗空間を構成する平衡化処理を
採用した．安定化手続きが, 粗空間での可解
性を保証することを示した．これは圧力変数
部分の符号を取り替えることにより, 行列
の強圧性を示すことができたことによる．部
分問題ソルバーには一般化逆行列による連



立方程式解法が必要であるが, ラグランジ
ュ乗数を付加して行列を拡張することで, 
直接法により求解できる．有限要素節点毎
の流速 3成分と圧力をまとめた 4×4 ブロ
ック分解を採用することで軸選択が不要に
なり効率的なアルゴリズムが得られた． 
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