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研究成果の概要（和文）：ノイズ項をもった常微分方程式の数値解法について考察した. このよ

うな解法では一般にたくさんの (擬似) 乱数を生成し, 関数の計算を何回も行う必要がある. 

本研究では, これらの総数が比較的尐なく, 高精度の数値解法を導出した. また, 数値計算で

は数値計算誤差が生じるので, その影響を受けにくい数値解法が望まれる. 本研究では, その

ような解法で, 高精度の数値解法も導出した. 

 
研究成果の概要（英文）：We have considered numerical methods for ordinary differential 
equations with noise terms. In general, such methods need a large number of (pseudo-) 
random numbers and a large number of evaluations of the diffusion coefficients in the 
equations. In this research subject, numerical schemes with high precision have been 
proposed in which the sum of the both numbers is smaller than existing schemes need. 
Incidentally, because numerical calculations cause numerical errors, methods less 
influenced by the errors are desirable. Such methods with high precision have been also 
proposed. 
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１．研究開始当初の背景 

d 次元の確率微分方程式の解過程を X(t) 
(0<=t<=T) と書き, Rd 上の実数値関数を f 
とする時, f(X(T)) の期待値 E[f(X(T))] を
求める問題を考える. この期待値は偏微分
方程式の解として記述できるので, 次元 d 
が十分に低いなら偏微分方程式の数値解法
が使える. しかし, そうでないなら急激な
計算量の増大によりそれらの解法で計算す
るのは困難である. なぜなら, 差分法にし

ろ, 有限要素法にしろ, d の増加に伴って, 
最終的に解かなければならない線形方程式
の次元が爆発的に増大するからである.  
一般に, 様々な数値計算の問題において, 

モンテカルロ法は次元の増大による困難を
克服するのに大変有効である. したがって, 
上で述べた問題に対しても, 確率微分方程
式を直接解くモンテカルロ的な手法が有効
だと思われる. そこで, 本研究では, 弱い
意味の近似を与える確率 Runge-Kutta (SRK) 
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法を考える. 
弱い意味の SRK スキームは, 上で述べた

期待値の近似を与える. つまり, 離散時刻 
tn (1<=n<=N) における X(tn) の近似解を Xn 
と書き, ステップ幅を h=tn-tn-1 で表すと, f 
に 適 当 な 滑 ら か さ を 仮 定 す る と き 
|E[f(X(T))]-E[f(XN)]|=O(h

p) (h->0) が成立
する. ここで, p は Weak オーダーであり, 
近似解の収束の速さを示す. よって, 大き
な p を達成する SRK スキームを作成すれ
ばよい. 

研究開始当初, 乗法的ノイズを含む確率
微分方程式に対して, 導関数を含まない, 
弱い意味の SRK 法の研究が盛んになりつつ
あった．或る可換条件の下で Weak オーダー 
2 の SRK スキームが, Rossler (2004) や本
研究代表者(2007) によって提案され, 可換
条件が成立しない一般の確率微分方程式に
対しても Weak オーダー 2 の SRK スキー
ムが, 本研究代表者 (2007) によって提案
された. これらの SRK スキームは Wiener 
過程の増分に対応する確率変数だけを用い
て構成されており, それまでの SRK スキー
ムと比べて構造が単純であり, より発展的
な解法であった. 
 
２．研究の目的 

 本研究の目標は, 本研究代表者 (2007) 
によって提案された SRK 族を基に様々な 
SRK 法を考察し, SRK スキームを充実させる
ことである.研究開始当初の目的としては, 
以下のようなことを念頭に置いた. 
 
(1) Stratonovich 型確率微分方程式に対し

て Weak オーダー 2 で, 平均二乗の意
味で A-安定な陰的 SRK スキームを導
出する. 

(2) Stratonovich 型確率微分方程式に対し
て, 構造が単純な Weak オーダー 3 の 
SRK スキームを導出する. 

(3) ドリフト係数についてのみ陰的である
準陰的 SRK スキームや diagonally 陰
的 SRK スキームを導出し, それらの性
質を明らかにする. 

(4) その他, 所用の誤差に応じて離散時間
の刻み幅を自動的に制御する適応型 
SRK スキーム, 誤差を最小にする Weak 
オーダー 2 の SRK スキーム, 数値安
定性に優れた陽的 SRK スキームなど
様々な SRK スキームを導出する. 

 
３．研究の方法 
 「研究目的」欄に挙げた課題に以下の手順
で取り組んだ． 
 
(1) 関連文献を取り寄せ, 他の研究者によ

る研究成果を参考にしながらアイディ

アを練る. 
(2) アイディアに基づいて, 期待した通り

の性質を持つ SRK 法が理論的に得られ
るかどうかを考察する. もし得られる
ようであれば, 具体的に SRK スキーム
を作成し, 数値実験によってその評価
を行う. もし得られないようであれば, 
あるいは, 数値実験による評価が良く
なければ, 再考する.  

(3) 研究協力者に連絡をとり, ディスカッ
ションを行う. このように考察, 計算, 
ディスカッションを通じて, 試行錯誤
を繰り返しながら研究を進める. 

(4) 学会発表に応じて途中結果をまとめる. 
また，その際, 研究計画を見直す. 計画
通りにうまく進まなかった研究課題は
変更する. 

(5) 最終的に良い成果が得られた場合は, 
研究成果を論文にまとめ, 論文誌に投
稿する. 

 
４．研究成果 
(1) Wiener 過程が 1 次元である Stratono 
vich 型確率微分方程式に対して陰的な SRK 
法を考え，Weak オーダー 2 で，平均二乗の
意味で A-安定な SRK スキームを導出した．
この成果は論文⑤で発表した．一方，Wiener 
過程が多次元である確率微分方程式に対し
て，Weak オーダー 2 の SRK 法を考えると，
たとえ陰的であっても解法の段数を低くで
きないことがわかった．この為，計算コスト
の点で現実的な解法は得られないだろうと
判断し，この研究はここまでで終えた. 
 
(2) Wiener 過程が多次元である 
Stratonovich 型確率微分方程式に対して，
ドリフト係数についてのみ陰的な SRK 法を
考え，Weak オーダー 1 で，平均二乗の意味
で A-安定な SRK スキームを導出した． こ
の成果は論文④で発表した．一方，Weak オ
ーダー 2 のものについては，A-安定な SRK 
スキームの導出に至っていない． 
 
(3) 本研究代表者 (2007) は，非可換な 
Stratonovich 型確率微分方程式に対して 
Weak オーダー 2 の SRK スキームを提案し
たが, このスキームには, 拡散係数それぞ
れにおける計算コストが Wiener 過程の次
元に比例して増加するという欠点があった. 
この欠点を克服した SRK スキームを導出し, 
数値実験によってその有効性を示した. こ
の研究成果を論文①にまとめた. 

論文①に載せた数値実験結果を次に示す. 
ここでは, 10 次元の Wiener 過程をもつ確
率微分方程式の近似解の軌道を 
256,000,000 本シミュレーションし，或る時
刻における 4 次モーメントの近似値を求め
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図 1: 或る時刻における 4 次モーメン
トに対する相対誤差 
 

図 1 において，Sa はシミュレーションで生
成した擬似乱数の総数と関数の総計算回数
の和を示す. また，点線は Rossler (2007) 
の SRK スキーム, ダッシュは本研究代表者 
(2007) の SRK スキーム, 実線は論文①で
提案した SRK スキーム, それぞれによる計
算結果を表す. これより, 論文①の SRK ス
キームは最も尐ない計算コストで最も精度
の高い計算結果を与えたことがわかる. 
 
(4) 常微分方程式に対する Chebyshev 法 
(Runge-Kutta 法の一種) を拡張し，Weak オ
ーダー 2 の陽的 SRK スキームを導出した．
本スキームは陽的な解法であるから計算コ
ストが低い．その一方で，本スキームは拡張
された数値的安定領域を持つので，ドリフト
係数の固有値が負の実軸周りに分布する問
題に対して効果的である. 4 段の SRK 法か
ら 104 段の SRK 法まで, 解法のパラメー
タ値を計算し, 数値実験を行い, 研究成果
を論文②にまとめた. 
 数値実験結果を次に示す. ここでは, 放
物型偏微分方程式にノイズ項を加えた確率
偏微分方程式を取り上げ, 空間方向に離散
化して得られる確率常微分方程式を考える. 
近似解の軌道を 256,000,000 本シミュレー
ションし，或る時刻における平均と分散の近
似値を求めた． 
 図 2 において, h は時間方向の刻み幅を
表す. 点線は Abdulle と Cirilli (2008) 
の SROCK スキーム, 実線は論文②で提案し
た SROCK2 スキーム (SRK スキームの一種), 
それぞれによる計算結果を表す. 太い線は
分散, 細い線は平均に関する計算結果を表
す. 数値実験で扱ったのは, ドリフト係数
の固有値が大きな負の実部をもつ確率 (常) 
微分方程式である. したがって, 数値的に
解きにくい. しかし, それでもなお我々の 
SROCK2 スキームは大きな刻み幅で数値的安

定に高い精度の計算を行ったことがわかる. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図 2: 或る時刻における平均と分散に
対する相対誤差 
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