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研究成果の概要（和文）： 

我々は、先ず、いろいろなグラフや有向グラフのゼータ関数の一般化として、有向グラフの

weighted Bartholdi ゼータ関数を導入して、その行列式表示を与え、系として、いろいろなグ

ラフのゼータ関数の行列式表示を導いた。また、グラフや有向グラフの第２種 weighted 

(Bartholdi)ゼータ関数を取り扱った。  

次に、被覆グラフの概念を有向グラフに拡張して、有向グラフの分岐被覆の特性多項式、ゼ

ータ関数、Bartholdiゼータ関数の分解公式を導いた。また、スターク&テラスの被覆グラフの

ガロア理論を、voltage assignment の立場から再考し、グラフの正則被覆グラフの商グラフの

weighted Bartholdi ゼータ関数に関する分解公式を与え、有向グラフに拡張した。  

さらに、Guido, Isola & Lapidus によつて得られた、無限グラフ(periodic simple graph, 

periodic graph, fractal graphs)の伊原ゼータ関数に関する結果を、Bartholdi ゼータ関数に

拡張した。また、hypergraph の Bartholdi ゼータ関数を定義し、その行列式表示を与えた。 

Smilansky によって定式化された、グラフの散乱行列に関する結果について、グラフの第２

種 weighted ゼータ関数の行列式を用いた別証明を与えた。 

最後に、有向グラフの weighted complexity に関する結果を、有向グラフの weighted ゼータ

関数を用いて導いた。 
研究成果の概要（英文）： 
 At first, we introduced the (first)weighted Bartholdi zeta function of a digraph as 
a generalization of various zeta functions of a graph or a digraph, and presented its 
determinant expression.  As corollaries, we obtained determinant expressions for various 
zeta functions of a graph or a digraph.  Furthermore, we treated the second weighted 
(Bartholdi) zeta functions of a graph or a digraph.  
 Next, we extended the notion of a regular covering of a graph to a digraph, and gave 
decomposition formulas for the characteristic polynomial, the zeta function and the 
Bartholdi zeta function of a ramified covering of a digraph.  Furthermore, we 
reformulated the Galois theory of graph coverings by Stark and Terras by voltage 
assignments. As an application, we presented a decomposition formula for the weighted 
Bartholdi zeta function of a quotient of a regular covering of a graph, and generalized 
it to a digraph.  
We extended the results on the Ihara zeta functions of infinite graphs(periodic simple 

graph, periodic graph, fractal graph).  Furthermore, we defined the Bartholdi zeta 
function for a hypergraph, and gave its determinant expression.   

By using a determinant expression of the second weighted zeta function of a graph, we 
obtained a new proof the result on the scattering matrix of a graph by Smilansky.    
Finally, we obtained the results on the weighted complexities of a digraph by using 

the weighted zeta function of a digraph. 
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１． 研究開始当初の背景 

グラフのゼータ関数は、伊原(1966)によ
る離散群のp-進セルバーグのゼータ関数か
ら始まった。伊原はその逆数が多項式であ
ることを示した (伊原の定理 )。セール
(1980)によって、伊原のゼータ関数が、正則
グラフのゼータ関数であることが指摘され
た。それを受けて、砂田(1986)により、伊原
ゼータ関数のグラフ理論的定義が確立され、
伊原の定理のグラフ理論的証明が与えられ
た。橋本(1989)は半正則2部グラフのゼータ
関数の行列式表示を与え、一般のグラフのゼ
ータ関数の行列式表示は橋本(1990)、バース
(1992)によって与えられた。スターク&テラ
ス(1996), 小谷&砂田(2000), フォータ& ザ
イルベルガー(1999)らによって、バースの定
理の別証明が与えられた。デデキントのゼ
ータ関数のアルティンのL-関数による分解
公式のグラフ版は、スターク&テラス(2000)、
水野&佐藤(2000)によって、独立に得られた。  

グラフのゼータ関数の他のタイプのゼー
タ関数としては、スターク&テラス(1996)
によるedgeゼータ関数、水野&佐藤(2004)
による第１種weightedゼータ関数、小谷&
砂田 (2000)やボーエン &ランフォード
(1970)による有向グラフのゼータ関数、ス
トーム(2006)によるhypergraphの伊原ゼー
タ関数がある。また、Bartholdi (1999)に
よって、２変数のゼータ関数(Bartholdiゼ
ータ関数)が定義された。無限グラフについ
ては、Guido, Isola & Lapidus(2008,2009)
によつて、無限グラフ (periodic simple 
graph, periodic graph, fractal graphs)
の伊原ゼータ関数に関する結果がある。 

我々は、digraphのBartholdiゼータ関数を
導入し、その行列式表示を与え(2003)、グラ
フのcomplexity(全域木の個数)に関しては、
グラフGの辺に重みを付け、Gのweighted 
complexityの概念を導入し、その行列式表

示を与えた(2003)。また、韓国のKwakグル
ー プ と 共 同 で 、 一 般 の 被 覆 グ ラ フ の
weighted complexityの分解公式を導いた
(2007)。グラフの分岐被覆に関連して、幾
つかの一般の被覆グラフに分割されるグラ
フのBartholdiゼータ関数の分解公式を与
えた(2006)。 

 

２．研究の目的 

先 ず 、 弧 に 重 み を 付 け た digraph の
weighted Bartholdi関数を考え、正則被覆
digraphについて、その分解公式を求めたり、
いろいろな他のタイプのグラフゼータにつ
いて、正則被覆グラフのゼータ関数の分解公
式を求める。また、隣接行列をweigthed 
matrixで置き換えて、新たなゼータ関数を導
きたい。さらに、digraphのcoveringの概念
を確立して、分岐被覆グラフや分岐被覆
digraphのゼータ関数を調べる。 
Lapidus 達が得た、periodic simple graph

や fractal graph 等の無限グラフのゼータ関
数を、無限グラフや無限 digraphの Bartholdi
ゼ ー タ 関 数 に 拡 張 す る 。 Storm や
Hoffman,Deitmar が そ れ ぞ れ 得 た 、
hypergraph や、PGL3(F)(F は非アルキメデス
的局所体)の Bruhat-Tits building のゼータ
関数を、Bartholdi ゼータ関数に一般化する。 
また、正則グラフと半正則 2 部グラフにつ

いてセルバーグ型の跡公式を導き、それらの
weighted グラフゼータに対し、極の偏角の分
布について、「半円則」の類似を示したい。
さらに、いろいろなグラフゼータを利用して、
類体論等の被覆グラフ版を模索する。例えば、
弧に{1,-1}の重みを持つ、weighted ゼータ関
数と関連させて、balanced covering につい
て、２次体が持つ構造と類似の結果を導きた
い。 
 
３．研究の方法 
・弧に重みを付けた digraph の werighted 



Bartholdi関数と weighted L関数をを導入し
て、それらの行列式表示を与え、permutation 
voltage assignment により誘導される、一般
の被覆 digraph の weighted Bartholdi ゼー
タ関数を weightedL関数の積で表す。 
・分岐被覆グラフのゼータ関数、Bartholdi
ゼータ関数の分解公式を与える。 
・digraph の covering の概念を確立して、分
岐被覆 digraph のゼータ関数、Bartholdi ゼ
ータ関数を調べ、その分解公式を求める。 
・分岐被覆グラフや分岐被覆 digraph の
weighted ゼータ関数、weighted Bartholdi
ゼータ関数の分解公式を導く。 
・infinite tree T 上の torsion を持つ群Γ
に対する、X=Γ＼T のゼータ関数に関する
Bass の implicit な分解公式を明確化し、隣
接行列を weigthed matrix で置き換え、新た
なゼータ関数、L 関数を導入し、それらの行
列式表示を与える。 
・グラフの新たなゼータ関数の Barthodi ゼ
ータ関数版、digraph の Barthodi ゼータ関数
版を考える。 
・periodic simple graph や fractal graph
等の無限グラフのゼータ関数を、無限グラフ
の Bartholdi ゼータ関数や無限 digraph の
Bartholdi ゼータ関数に拡張する。 
・ Deitmar&Hoffmann によって得られた、
PGL3(F)の Bruhat-Tits building のゼータ関
数を、Bartholdi ゼータ関数に一般化したい 
・Stormの hypergraphのゼータ関数の結果を、
Bartholdi ゼータ関数に拡張する。 
・スペクトル幾何の専門書を読んで、セルバ
ーグの跡公式についての手法を勉強する。 
・グラフの weighted ゼータ関数、weighted L
関数に関するセルバーグ型の跡公式を、正則
グラフ、半正則 2 部グラフについて求める。  
・正則グラフ、半正則 2部グラフの weighted
グラフゼータに対し、極の偏角の分布につい
て、「半円則」の類似が成立するかどうか考
える。 
・一般の weighted ゼータ関数に対し、極の
偏角の分布について、「半円則」の類似が成
立するかどうか考える。 
・一般のグラフのセルバーグ型の跡公式を考
える。  
・bipartite coveringに関する、Stark&Terras
の結果を、{1,-1}の重みを持つ、weighted ゼ
ータ関数と関連させて、balanced covering
について、類似の結果を出す。 
・グラフゼータと整数論のゼータ関数の類似
性を利用して、整数論と被覆グラフの類似な
性質を導き、２次体の整数論の被覆グラフ版
を考える。 
・いろいろなグラフゼータを利用して、類体
論等の被覆グラフ版を模索する。 
・グラフゼータを含む領域の国際シンポジウ
ムに出席して、最新の情報を手に入れる。 

・成果が出たら、日本数学会、国際シンポジ
ウム等で発表し、論文にまとめて投稿する。 
 
４．研究成果 

弧に重みを付けた digraphの第 1種の
weighted Bartholdiゼータ関数と第1種の
weighted L関数を導入し、それらの行列式
表 示 を 与 え 、 permutation voltage 
assignmentにより誘導される、一般の被覆
digraphの第1種weightedゼータ関数を第1
種weighted L関数の積で表した(2007)。ま
た、グラフGの正則被覆グラフHの、被覆変換
群 Aの部分群 Bによる商グラフ H/Bを、
voltage assignmentの立場から考察して、
砂田のリーマン多様体のガロア理論並びに、
Stark & Terras の被覆グラフのガロア理論
のvoltage assignment版を展開し、その応
用として、商グラフH/Bの第1種weighted 
Bartholdi L関数を、 Gの第 1種 weighted 
Bartholdi L関数による表現を与えた。また、
被 覆 グ ラ フ の ガ ロ ア 理 論 の voltage 
assignment版を digraphのcoveringに拡張
して、digraphの第1種weighted Bartholdi L
関数に適用した(2010)。 

第 1種の weightedゼータ関数と異なる
weightedゼータ関数としては、infinite 
tree T上のtorsionを持つ、群Γに対する、
X=Γ＼Tのゼータ関数についての Bassの
implicitな分解公式を明確化し、隣接行列
をweigthed matrixで置き換えて、グラフや
digraph に つ い て 、 第 ２ 種 の weighted 
Bartholdiゼータ関数、L関数を導入し、そ
の行列式表示を与えた。正則被覆グラフや
正 則 被 覆 digraph の 第 ２ 種 の weighted 
Bartholdiゼータ関数を、 base graph や
base digraph の 第 ２ 種 の weighted 
Bartholdi L関数の積で表した(2007)。また、
digraph D に つ い て 、 新 た な weighted 
Bartholdiゼータ関数を定義し、その行列式
表示を与え、第2種のweighted Bartholdi
ゼータ関数と一致することを示した(2009)。
さらに、digraph Dについて、前者と異なる、
別の新たなweighted Bartholdiゼータ関数
を定義し、その行列式表示を与え、第１種
のweighted Bartholdiゼータ関数と一致す
ることを示した(2010)。 

hypergraphのゼータ関数については、
Stormのhypergraphのゼータ関数の結果を
元に、Bartholdiゼータ関数を導入し、その
行 列 式 表 示 を 与 え た (2007) 。 ま た 、
hypergraph Hの伊原ゼータ関数について、
edge matrixの変形による新しい行列式表
示を与えて、Stormの定理の別証明を与え、
HのBartholdiゼータ関数について、edge 
matrixの変形と、Hのoriented line graph
のPerron-Frobenius行列による行列式表示



を与えた(2009)。 

Guido, Isola & Lapidusによって得られた、
無限グラフの一種であるperiodic simple 
graph、periodic graph、fractal graphの
伊原ゼータ関数を、それぞれ、Bartholdi
ゼータ関数へ拡張し、有限グラフのゼータ
関数における手法を使って、von Neumann
環の作用素に関する行列式を用いた行列式
表示を与えた (2008,2009,2011)。特に、
periodic simple graphのBartholdiゼータ
関数 の行列式表示 は 、 Guido, Isola & 
Lapidusと、独立に与えた。 

物理と関係する部分としては、quantum 
graphの概念である、グラフGのscattering 
matrixのある行列式を、GのLaplacianの特
性多項式で表示するSmilanskyの公式を、G
の第２種のweightedゼータ関数の行列式表
示を用いた新しい証明を与え、Smilansky
の公式の重み付き版についても、グラフゼ
ータにおける手法を使って、別証明を導い
た(2008)。また、Smilanskyの公式をグラフ
Gの正則被覆グラフへの拡張を考え、Gの
Bartholdi型ゼータ関数の行列式表示を用
いて、 Gの正則被覆グラフの scattering 
matrixのある行列式の分解公式を導いた
(2010)。さらに、 Gの正則被覆グラフの
scattering matrixの重み付き版について
も、その分解公式を得た(2010)。 

2008年、The Independent University of 
Moscowから招待を受け、第２回” Zeta 
Functions II, Moscow, Russia”に参加し
て、”The Ihara zeta function of a graph 
and its generalization”というタイトル
にて、グラフゼータ関数のsurveyについて、
口頭発表し、2010年日本数学会春季年会の
応用数学分科会において、”グラフのゼー
タ関数の行列式表示” というタイトルに
て、特別講演をした。 
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