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研究成果の概要： 

温度分布の変化を表す方程式は熱方程式と呼ばれ、物理学に由来し数学においても極めて重要

である。この研究では、どちらも回転面状に曲がった二つの空間の上で、ある場所での熱方程

式の解を別の場所での熱方程式の解に移す変換を具体的に調べ、中核となる変換の形を完全に

決定した。一方、今後の進展に必要となる、曲がっていない空間上の波動方程式の解に対する

変換についても調べ、3次元以上で変換の形を完全に決定した。 
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以上の研究動向の中で本研究、熱方程式の解
を保つ変換の研究、を始めた。熱方程式の解
を保つ変換については、Leutwiler が次元の
等しいユークリッド空間の場合を扱った研
究があるのみであり、本研究は新しいテーマ
を開くものである。また本研究は、応用を意
識して変換の具体的な形を求めることを目
標とする点で、調和関数を保つ変換の場合の
研究よりも一歩踏み込んだものである。 

１．研究開始当初の背景 
従来、調和関数を保つ変換の研究は、

Harmonic morphism という形で、特にリーマ
ン多様体上で、偏微分方程式、微分幾何、ポ
テンシャル論の各側面から、活発に研究され
ている。一方で、熱方程式の解を保つ変換に
ついては、古典的な Appell 変換だけがよく
知られ、熱方程式の解の研究、特に正値解の
研究に大きな役割を果たしてきたが、
Leutwiler が注意するまでは何も一般的考
察は行われていなかった。リーマン多様体、
半リーマン多様体の場合にも一般的な特徴
付けも含め何も知られておらず、ユークリッ
ド空間の場合も、次元が異なる場合には何も
知られていなかった。 

これまでにユークリッド空間上の熱方程
式の解を保つ変換と、平行してリーマン多様
体、半リーマン多様体上の熱方程式の解を保
つ変換についても研究し、これまでに大きな
進展があった。 
次元が異なるユークリッド空間の間の変換



について、写像が時間座標毎には多項式写像
で、かつ時間座標の変換が実解析的である場
合に、変換の形を具体的に、完全に決定し、
それらは全て Appell 変換の直和であること
を示した。 

一方で、Appell 変換を、半ユークリッド空
間の場合にも拡張して、次元が等しい場合に
変換の形を、具体的に完全に決定した。結果
は、双方の空間の計量の型が同じまたは反対
でなければならず、変換は全て、相似変換と、
Appell 変換と、反転との合成で書ける、とい
うものである 

リーマン多様体、半リーマン多様体上の間
の熱方程式の解を保つ変換については、最初
に一般論として、ユークリッド空間の場合を
拡張する形で変換の特徴付け定理を得た。 
一般論に関連して、多様体上の変換について、
リーマン多様体の場合と半リーマン多様体
の場合の違いを明らかにするために具体例
を考察し、半リーマン多様体上の熱方程式を
保つ変換で、時間変数の向きが逆転する例と、
時間変数の変換と空間的拡大率が空間変数
に依存する例を発見した。この結果により、
変換の性質の中で「時間変数変換と空間拡大
率が空間変数に依存しない」と「時間変数の
向きは不変」とは、多様体のラプラシアンが
楕円型であることによることが分かった。ま
た、多様体の張力場との関係を調べ、変換の
特徴付けの方程式が、重み付き張力場による
熱方程式と同じであることが分かった。 

次に、リーマン多様体の具体的な場合とし
て、原点を除いたユークリッド空間の動径方
向リーマン計量に関する熱方程式を保つ変
換を調べ、一般の回転不変なリーマン計量の
場合と関連付けて調べた。Appell 変換の直接
の拡張の場合には、具体的に形を決定した。
その中に、ユークリッド空間では存在しない
興味深い例を得た。 

半リーマン多様体の場合の具体的な重要
例として、計量退化集合を除いた半ユークリ
ッド空間の動径方向半リーマン計量に関す
る熱方程式の解を保つ変換を調べ、Appell 変
換の直接の拡張の場合に、形を決定すること
ができた。また、諸係数をうまく選べば、
Appell 型変換の間には、計量のべき指数によ
って連続的にパラメータ付けが出来ること
が判った。 

それらの結果を元に、3 次元以上の場合に
は、ユークリッド空間上の回転不変計量に関
する、熱方程式の解を保つ変換を完全に決定
出来た。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、熱方程式の解を保つ（熱
方程式の解を再び熱方程式の解に写す）変換
に関する問題を、ポテンシャル論と実解析的
手法を用いて、さらに広く深く、新しい進展

を得ることである。研究分担者が各自で専門
分野での研究を進めながら、「変換の形を具
体的に決定する」をキーワードにして、有機
的関連を持つ共同研究を行う。得られた具体
的な変換を用いて、領域を別の領域に写像し、
熱方程式のマルチン境界、熱方程式の解の境
界挙動や拡張可能性に応用することも目的
としている。 
 
３．研究の方法 
 今回はリーマン多様体、半リーマン多様体
上の間の熱方程式の解を保つ変換について、
変換の形を具体的に決定出来て、かつ一般論
を構築していく上で指針となりそうな、具体
的な多様体の上で、熱方程式の解を保つ変換
の形を完全に決定することを目指した。前の
研究で得た、多様体上の変換の特徴づけ定理
で与えられた方程式を、空間に対する幾何学
的考察を加味した上で、ポテンシャル論的方
法、実解析学的方法、微分方程式論的方法を
用いて詳しく調べ、方程式の解を求めて、変
換の形を具体的に決定するという方法で研
究を進めた。特徴づけ定理から推測されるよ
うに、熱方程式の解を保つ変換には制約条件
が多く課せられるので、かなり一般の場合に
も変換の形を具体的に決定出来ると思われ
るが、現在の所では大きな指導原理や作業仮
説の様なものは存在しないため、今回のよう
な個々の具体的な多様体で得られた結果か
ら帰納的に類推して、一般論構築を行うとい
うのを、研究方法の全体構想としている。今
回の研究もその全体構想の一つのプログラ
ムを実行したものである。 
 
４．研究成果 
別々の計量が入った二つの半ユークリッ

ド空間のそれぞれから、計量が退化する集合
を除いた上で連結成分を取って得られる二
つの領域を考える。その二つの領域に、さら
に別々の動径関数で重みを付けた動径方向
半リーマン計量が与えられた場合に、熱方程
式の解を保つ変換を調べて、中核となる型の
変換の形を完全に決定した。結果を論文にま
とめて、現在投稿中である。与えられた計量
が同じである場合に帰着させる方法で、同様
の結果を以前に得て論文にまとめたが、この
方法では、同じ計量の場合に外せなかった技
術的な条件である、写像の定義域と値域が交
わる、を回避することが出来なかった。そこ
で方法を改めて、同じ計量に帰着するのでは
なく、変換の形を直接決定する方法で証明を
進めたところ、技術的条件を回避することが
できた。これにより、却って同じ計量の場合
の結果も、技術的な条件なしのきれいな形に
することが出来た。これは今までの結果から
単に場合を拡張するだけでなく、前の結果を
も改善することが出来たという点で、大きな



意義があった。得られた結果は、時間に関し
て一定ではない変換が存在するための必要
十分条件は、重み関数が動径のべき乗であり、
かつべきが同じであるか、－2に関して対称
でなければならないというもので、－2に関
して対称な場合だけ、空間的な反転の変換が
存在する。この結果は、なぜ同じ計量の場合
には、べきが－2の場合だけに空間的な反転
の変換が存在するのか、という疑問に明確な
答えを与えている。 

この結果から、動径方向計量を回転不変、
あるいは半ユークリッド計量保存群で不変
な計量に変えて、空間が 3次元以上の場合に
変換の形を具体的に決定する方向で研究を
進めたが、非正定値計量で最も基本的なロー
レンツ計量の場合でも、等角写像に関する
Liouville の定理が、そのままでは拡張出来
ないことに気付き、一時方向転換をして、波
動方程式の解を保つ変換を考察してみるこ
とにした。 

熱方程式の解を保つ変換と同じ形で、波動
方程式の解を保つ変換を定式化し、ユークリ
ッド空間上の場合について調べ、３次元（空
間次元２）以上の場合に形を完全に決定した。
結果を現在論文にまとめているところであ
る。調和関数を保つ変換の場合のアナロジー
で出来る部分までは、すでに結果があったが、
波動方程式の解を保つ変換の場合は、ローレ
ンツ計量を考えるのが自然であるが、このロ
ーレンツ計量にはユークリッド計量の場合
には表れないタイプの等角写像が存在する
ため、その形を調べるのが最大の課題であっ
た。今回、うまく具体的に形を決定すること
が出来た。この結果は、上記の半ユークリッ
ド計量保存群で不変な計量に関する熱方程
式の解を保つ変換の研究に直接役立ち、また
広く半リーマン多様体上の熱方程式の解を
保つ変換の研究に役立つと考えられ、重要で
ある。一方で、波動方程式の解を保つ変換を
調べるという、新しい研究へのステップとし
ても意義があり重要である。 
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