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研究成果の概要（和文）：周期線形微分方程式の周期写像の反復写像で生成される線形差分方程
式の解をスペクトル分解した。応用として周期線形微分方程式の解のリヤプーノフ指数を与え
た。周期係数線形差分方程式の場合に拡大し、解のフロッケ表現を得た。線形積分微分方程式
の解が正値性を保つ条件を決定し、解のロバスト安定性と漸近安定性のついての条件を得た。
周辺研究として差分方程式の周期解の存在、高階双曲型偏微分方程式の解の一意性、非線形解
析的差分方程式について新しい結果を得た。

研究成果の概要（英文）：Spectral decomposition of solutions of linear difference equations
generated by iteration of periodic operator of periodic linear differential equations
is obtained. As an application Lyapunov exponents of solutions of linear periodic
solutions are given. By Extending the results to periodic linear difference equations,
Floquet representations of solutions are obtained. Conditions of positive property of
solutions of linear integro-differential equations are determined, and conditions about
robust stability as well as asymptotic stability of solutions are obtained. As related
topics, new results are obtained about periodic solutions of difference equations,
uniqueness of solutions of higher order hyperbolic partial differential equations and
nonlinear analytic difference equations.
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１．研究開始当初の背景
（１）差分的手法:無限の遅れを有する周期
的な線形関数微分方程式の周期解の存在条
件を確立することから出発している。周期解
の存在について一般的方法は初期値に対し
て解にそって１周期後の値を対応させる周

期写像（あるいはポアンカレ写像）を考え、
その不動点の存在問題に帰着させることで
ある。線形の微分方程式においてはこの周期
写像は線形アファイン写像となり、線形アフ
ァイン写像の不動点問題となる。有界解の存
在を仮定して、周期解、概周期解を導きだす
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既存の結果に対して、それでは有界解が存在
する条件を具体的にどうなるかを改めて問
い直して、解の固有空間成分を初期値の応じ
て具体的に書き表し、その結果できた式によ
り初期の固有空間成分に応じて解の漸近挙
動が一目でわかるような表現公式を得るこ
とができていたので、その結果をさらに進展
させようとしたのが当初の背景である。

（２）正値性：初期値が正の条件をもつとき
解も同じ性質をもつ条件である。微分方程式
の制御問題において構造安定性（ロバスト安
定）が取り上げられている。その場合一般の
方程式で扱う場合と方程式の解が正値性を有
する場合の研究があり、正成分をもつ正方行
列の固有値に関するペロン・フロベニウスの
定理の手法が取り上げられていた。正値性の
性質をボルテラ方程式や一般の遅れをもつ方
程式について調べることは案外既存の結果が
なく、これからの問題として残っていた。

（３） 周辺の研究：高階双曲型偏微分方程
式の解の一意性に関する Levi 条件を研究し
ようとしていた。また解析的な非線形差分方
程式の係数行列の固有値が１である場合の
解析解を構成しようとした。

２．研究の目的
（１）
① 周期係数線形差分方程式の解の表現を得
る研究及び解の漸近挙動を初期値によって完
全に特徴付ける研究を行う.
② 次に得られた結果を用いて定数係数及び
周期係数線形微分方程式に非線形摂動項を加
えた方程式の漸近的性質を研究する.③ 我々
の手法を用いて遅れを含む定数係数線形差分
方程式の新しい解の表現及び解の漸近的挙動
を調べる. さらに遅れを持つ線形微分方程式
に応用する研究を行う.

（２）
①ボルテラ型微分積分方程式とそれに離散的
な遅れの項が不可した微分方程式、さらに一
般の無限遅れの微分方程式の正値条件を研究
する。
②正値条件を順序を保つ条件として無限次元
空間の場合に拡張して研究する。

（３）
① 解の一意性に適した初期関数のクラスを
決定し、その上で Levi 条件を構成する。
② 係数の固有値が１である場合の形式解を
計算し、その解析性質を調べる。

３．研究の方法
（１）①、②、③非同次線形写像の反復によ
る軌道の係数行列の固有空間成分を初期値に

より挙動がわかるようにする。係数行列が行
列の指数関数の場合から一般の正則行列の場
合に拡張し、二つの場合の結果を直接変換す
る関係を見出し、その結果をもとの常微分方
程式の周期解や有界解の初期値条件問題に適
用し、周期解、有界解を初期値で表す公式を
確立する。

（２）①、②ボルテラ差分方程式や積分微分
方程式などの時間遅れをもつ方程式のうちで、
非負な初期函数に対して常に非負な解を有す
るものを扱い、その解の安定性を研究する。
特に、重み函数に関する安定性の概念を導入
し、重み函数に関する安定性を解析する。

（３）① 初期関数の空間としてジェブレイク
ラスを導入して研究する。②形式解の形式を
確立して研究する。

４．研究成果
（１）
①線形差分方程式の係数行列が行列の指数
関数である場合と一般の正則行列である場
合の、差分方程式の解の対応関係は第１種、
第２種のスターリング数を用いて表現でき
た。その結果を周期線形微分方程式の解を
周期写像の固有空間成分に分解することが
できた。この結果は解を解析する場合の基本
的道具になるもので、今後広く使用されるこ
とが期待できる。
②前項の結果を用いて周期係数線形微分方
程式の解のリャプーノフ指数を罫線するこ
とができ、解の漸近安定性にかんする結果を
得た。非自励線形微分方程式の解のリャプー
ノフ数の計算は難しく、今回得られた結果は
周期系の場合であるが注目すべき結果であ
る。他の関連研究として次のような結果を得
た。
③遅れをもつ方程式の場合に応用する直接
結果は得られなかったが、関連研究として、
２次元自励線形微分方程式の不安定周期解
を、差分的遅れの項で微分方程式を摂動し、
安定化する問題について新知見をえた。その
場合可換な行列の固有値問題を応用して、微
分方程式の係数行列と可換な差分項摂動に
より、不安定周期解を安定化できることを示
した。この方面の研究において従来の方法と
は独立な結果を得た。遅れをもたない自励的
差分方程式や有限の遅れをもつ自励的差分
方程式の周期解の存在についてシャウダー
の不動点定理を用いて論じて、非可付番無限
個の周期解を含む周期解の存在を示すと共
に、幾つかの例を与えた。遅れをもたない周
期的差分方程式や有限の遅れをもつ周期的
差分方程式の周期解の存在を、シャウダーの
不動点定理、凸リアプノフ関数及びブラウダ
ーの不動点定理を用いて示すと共に、得られ



た成果の有用性を示す幾つかの例を与えた。
また、無限の遅れをもつ周期的差分方程式の
周期解の存在問題が有限の遅れをもつ補助
差分方程式の周期解の存在問題に帰着され
ることを示した。更に、遅れをもたない自励
的差分方程式や有限の遅れをもつ自励的差
分方程式の周期解の存在についてシャウダ
ーの不動点定理を用いて論じて、非可付番無
限個の周期解を含む周期解の存在を示すと
共に、幾つかの例を与えた。

（２）
① 時間遅れをもつ方程式の典型例である関
数微分方程式，積分微分方程式，ボルテラ差
分方程式を中心に研究した．正値性の問題に
関しては、線形差分方程式の解半群の正値性
に関する係数行列の条件を導出し、その条件
を満たす場合のペロンーフロベニウス型の定
理を証明し、解の安定性、漸近安定性に関す
るスペクトル条件を得た。またロバスト安定
性に関する摂動系の安定半径の公式を得た。
また、正の線形ヴォルテラ差分方程式に
対し、零解の一様漸近安定性を立証が比
較的容易なある条件によって特徴づけた
。さらに、摂動方程式が安定性を保持す
るための摂動の大きさに対する公式を確
立した。
さらに，積分微分方程式を中心に，方程式

の正値性を調べ，正値方程式に対する安定条
件をより明確な形で与えた．
②無限次元空間内において、コンパクト
作用素を係数にもつ線形ヴォルテラ差分
方程式を考え、その正値性に対する特徴
づけを確立した。また、バナッハ空間上の
線形関数微分方程式に対して、解の漸近挙動
を研究し、有限次元方程式に対するペロン型
定理の拡張版を確立した。関数微分方程式に
対する相空間における定数変化法の公式を利
用して，摂動項をもつ関数微分方程式の解の
漸近挙動を調べた．また，非線形関数微分方
程式に対し，いくつかの不変多様体の存在定
理を確立した．

（３）
①時間変数係数の高階線形双曲型方程式に
対する初期値問題の一意可解性に関して，
係数が有限次退化，無限次退化を含むような
荷重関数のクラスを導入した．特に
有限次退化の場合の既存の結果をそのクラ
スに一般化した．主部の表象の特性根につ
いての可解性条件を或る荷重関数によ
って与えて，時間変数係数の高階線形双
曲型方程式に対する初期値問題の一意
可解性に関する従来の結果の一部を拡
張し，特に特性根が１点で無限次退化す
る場合をも扱えるような新たな証明法
を考案した．

時空間変数の２階半線形双曲型方程式に
対する初期境界値問題の解の振動性につい
て，振動解と正値解になる条件をそれぞれ与
えた．特に空間３次元では斉次ディリクレ条
件下での球対称解と，空間１次元では斉次ノ
イマン条件下での解が各点振動するための
条件を示した．

変数係数の線形常微分方程式系の解の漸
近挙動に関して，非斉次方程式系の解に
対する新規の評価式を導き，高次の特性数の
概念を定義して，幾つかの新しい評価を得た．
特に有界係数の非斉次方程式系の解が多項
式位数になるための新たな条件を見出した．
② 非線形２階差分方程式の固有値２つが
等しくなる場合と、２つが共に 1となる場合
の解析解の存在証明とその導出方法の構築
を行った。非線形２連立差分システムの、線
形項の係数行列の固有値が２つとも１でか
つ非対角化行列の場合について，このシステ
ムに関して、解析解の存在性を示し、その解
の表示を得る事ができた。対角可能な場合は
一つの解を得る事ができたのに対し、この場
合は二つの解を得る事ができた．さらにこれ
らの理論を，これまで２つの固有値が異なる
場合に限られていた人口モデルなどに応用
し，その解を求めた．
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