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研究成果の概要（和文）：関数環をはじめとする半単純可換バナッハ環やヒルベルト空間上の作

用素からなるバナッハ環に関係した集合で乗法的にスペクトルを保存する写像や非対称に乗法

的にスペクトル半径を保存する写像，またある種の距離を保存する写像の代数構造を研究し，

それが線形であることや乗法的となる現象について研究を行った。このことによりバナッハ環

の間の写像の保存問題についての新たな知見を得ることができた。 

 
研究成果の概要（英文）：We have studied maps between Banach algebras, such as uniform  
algebras, semisimple commutative Banach algebras, Banach algebras of operators on  
Hilbert spaces which are multiplicatively spectrum preserving or non-symmetrically and 
multiplicatively norm preserving. In particular, we have studied their algebraic 
structers such as linearity or multiplicativity. We found new results for preserver 
problems for maps between Banach algebras. 
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１．研究開始当初の背景 
バナッハ環上の線形写像の乗法性の研究は
19 世紀さかのぼることができる。例えば
Frobenius の定理を現代的な用語により述べ
ると，「行列環上の全射かつ行列式を保存す
る写像は Jordan 射である。」となる。

Gleason-Kahane-Zelazko の定理によりバナ
ッハ環から半単純可換バナッハ環への線形
写像がスペクトルを保存すれば乗法的であ
ることが示される。一方線形性を仮定しない
ような写像についての研究も 50 年以上前の
Hua の研究など古くからある。また，



Gleaso-Kahane-Zelazko の定理の驚くべき拡
張である Kowalski-Slodokowski の定理もよ
く知られている。この定理からバナッハ環か
ら半単純可換バナッハ環上の写像で加法的
にスペクトルを保存する全射は線形かつ乗
法的であることが導かれる。Kowalski- 
Sodkowski の定理以降，線形性を仮定しない
保存写像の理論はこの 15 年ぐらいのあいだ
に急速に発展してきて Hochwald，Ransford，
Dolinar，Petek-Semrl など多くの研究者によ
りさらに深い結果が得られつつある。特に，
乗法的にスペクトルを保存する写像は
Molnar により創始され，第 1可算公理をみた
すコンパクト空間上の複素数値連続関数全
体からなる可換バナッハ環上の乗法的にス
ペクトルを保存する単位的全射写像は同形
写像に限ることが示された。Rao-Roy はこれ
が任意の関数環からそれ自身への写像につ
いても同様の結果が成り立つことを示し，本
研究代表者と分担者の三浦と髙木は任意の
関数環から同じものとは限らない関数環の
上へ乗法的に値域を保存する写像を対象と
して Molnar 型の結果をた。Luttman-Tonev は
さらに peripheral spectrum を導入し，関数
環から同じものとは限らない関数環への単
位 的 全 射 写 像 で 乗 法 的 に peripheral 
spectrum を保存するものは同形写像に限る
ことを示した。一方で本研究代表者と分担者
の三浦と髙木 により半単純可換バナッハ環
上の乗法的にスペクトルを保存する全射写
像が研究され、Molnar 型定理が証明された。
Rao-Roy は単位元のない場合を扱い一様ノル
ムに関して閉じた環（関数環の一般化）につ
いて乗法的にスペクトルを保存する写像を
特徴付けた。しかしながら，乗法的にスペク
トルを保存する全射写像については単位元
をもたない半単純可換 Banach 環の場合は未
解決であるし，また単位元をもつ場合におい
ても乗法的に peripheral spectrum を保存す
る全射写像の研究もなされていないのが原
状である。さらに乗法的にノルムを保存する
写像の研究もまだ始まったばかりで多くの
基本的な事柄すら未開拓のままである。特に
非対称乗法的にノルムを保存写像に関する
Hatori's conjecture（本研究代表者による
予想）が Lambert-Luttman-Tonev により証明
されたが，多くはこれからの研究により明ら
かにされていくであろうと考えている。なお、
乗法的にスペクトルを保存する写像が全射
でない場合には線形でも乗法的でもないこ
とがあることを本研究代表者、分担者の三浦
および髙木 が示したので，乗法的にスペク
トルを保存する写像の研究においては、写像
が全射であることを仮定することは本質的
である。本研究では上述のような問題を組織
的に解決していくこと，またさらに新たな問
題を提示していき, スペクトルやノルムを

はじめとする位相的な量を保存する写像の
線形性，乗法性の研究を推進していきたい。 
 
２．研究の目的 
(１)単位元のない場合の研究。局所コンパク
ト Hausdorff 空間 X上の複素数値連続関数で
無限遠で消える関数全体の多元環 C_0(X)の
閉部分環で Xの点を強分離するようなものを
X 上の一般化関数環ということにする。X 上
の一般化関数環から Y上の一般化関数環への
全射写像で乗法的にスペクトルあるいは値
域を保存する写像の研究を行う。関数環の場
合には両者は多元環として同形であること
が示されているが, 単位元のない場合には
本研究代表者により多元環としては同形と
ならないような例が与えられているのでこ
の研究を完成したい。さらに、一般に半単純
可換バナッハ環の場合についても考慮する。 
(２)乗法的にノルムを保存する写像の研究。
Luttman-Tonev により乗法的に peripheral 
spectrum を保存する写像の研究が始まった
が，さらにその一般化として乗法的にノルム
を保存する写像の研究が期待される。しかし
簡単な例によりこのような写像が全射であ
っても線形でも乗法的でもないものの存在
がわかる。一方 Hatori's conjecture が
Lambert-Luttman-Tonev により証明され，非
対称乗法的にノルムを保存する写像の研究
が本格的に開始されたといってよい。半単純
可換バナッハ環から半単純可換バナッハ環
への非対称乗法的にノルムを保存する全射
写像の形を決定する研究では単位元のある
場合について本研究代表者、分担者の三浦、
髙木 が写像の形を決定したのでその研究を
完成させたい。 
(３)単位的バナッハ環の可逆元全体の群の
構造とバナッハ環としての構造の研究。可逆
元全体の群の同型性と多元環としての同型
性の研究はあまりなされてはいない。一般に
ふたつの単位的バナッハ環において，可逆元
全体の群同士が位相群として同形であって
もバナッハ環は多元環として同形であると
は限らないことは Zelazkoにより知られてい
るのが研究がなされていない原因のひとつ
であると考えられるが，本研究代表者は新し
い現象を見出している。すなわち，群同形写
像がスペクトルを保存する場合はその群同
形写像は多元環としての同形写像に拡張さ
れることが多くのバナッハ環に対して本研
究代表者，分担者の三浦，髙木により証明さ
れた。そこでこの研究の完成を目指したい。 
 
３．研究の方法 
関数環から関数環への写像で乗法的に値域
を保存する全射写像については本研究代表
者，分担者の三浦，髙木 によりその形が決
定されている。これを一般化関数環の場合に



拡張することを考えた。Xを局所コンパクト
Hausdorff 空間とし，C_0(X)を X 上の複素数
値連続関数で無限遠で消えるもの全体から
なるバナッハ環とする。C_0(X)の閉部分環で
Xの点を強分離するものを一般化関数環と呼
ぶことにする。Xが非コンパクトであれば、
一般化関数環は定数関数を含まない。一般化
関数環から一般化関数環の上への写像で乗
法的に値域あるいはスペクトルを保存する
写像の形を決定する方法を行う。関数環の場
合はこのような 2つの関数環は同形であるこ
とが示されているが，一般化関数環の場合は
それは期待できないと考え例を構成した。実
際バナッハ環として同形でないような一般
化関数環 Aと Bで，Aから Bの上への写像で
乗法的に値域を保存するものが存在すると
思われるのでこのような例を確定する。その
ために候補者である一般化関数環の極大イ
デアル空間の様子を調べる。非対称乗法的に
スペクトルあるいはノルムを保存する写像
の研究を行った。そのため乗法的にノルムを
保存する写像の構造を調べることが要点で
あると考えたので，この点について調べた。
単位元をもつバナッハ環に対してその可逆
元全体からなる群を考える。ふたつのバナッ
ハ環においてこのような群の同型性と多元
環として同型性の関係について調べた。本研
究代表者，分担者の三浦，髙木により２つの
単位的可換 C*環の可逆元全体の群について
群同形写像でかつ一様ノルムを保つものが
存在すると，その２つの可換 C*環はバナッハ
環として同形であることが示されている。そ
のとき、Banach-Stone の定理が本質的な役割
をはたす。この結果の関数環の場合について
の考察を行った。すなわち，コンパクト
Hausdorff 空間 X上の関数環 Aからコンパク
Hausdorff 空間 Y上の関数環 Bを考え、Tを
A^{-1}から B^{-1}への群同形写像でさらに
一様ノルムを保存するものとする。このとき
Aと Bは実多元環として同形といえるか考察
した。可換 C*環の場合と同様にして Choquet
境界間の同相写像の存在は示されるが，極大
イデアル空間が同相であるかどうかは不明
であるし，さらに極大イデアル空間が同相で
あるような同形ではない関数環は豊富にあ
るので Banach-Stone の定理は今の場合には
適用できない点が問題を複雑にしているの
で，Banach－Stone の定理のある種の拡張を
考えた。複素多元環としては同形でないよう
なものの存在は比較的簡単にわかる。上記と
同様の問題は非可換なバナッハ環において
も当然のことながら考察されるべき問題で
ある。一方 Hochwald は行列環において可逆
行列全体の群からそれ自身への同形写像で
固有値を保存するものは行列環の同形写像
に拡張できることを示しており、対象とする
バナッハ環が無限次元の場合にも同様な結

果が成り立つことを予想している。本研究代
表者、分担者の三浦、髙木では単位的半単純
可換バナッハ環の場合を扱った。 
  
４．研究成果 
局所コンパクト Hausdorff空間上の複素数値
連続関数で無限遠点で消えるものからなる
一様ノルムに関して閉じたバナッハ環を一
般化関数環という。バナッハ環としては同形
ではない２つの一般化関数環でその間に乗
法的にスペクトルを保存する写像が存在す
るようなものを構成した。これは、単位元の
ある関数環では乗法的にスペクトルを保存
する写像で結ばれる関数環はバナッハ環と
して同形であることと対比される結果で、単
位元の有無がバナッハ環としての同型性に
関しては異なった結果を導くことを示して
いる点で興味深いといえる。このことから一
般化関数環から一般化関数環への乗法的に
スペクトルを保存する写像の形を決定する
こと、またそのような一般化関数環のあいだ
の関係は何か、に興味が持たれる。本研究に
より、一般化関数環から一般化関数環への乗
法的にスペクトルを保存する写像はバナッ
ハ空間としての同形写像を与えることが証
明され，従ってこのような 2つの一般化関数
環はバナッハ環として同形といえるとは限
らないが，バナッハ空間としては同形である
ことが分かった。つまり，乗法的にスペクト
ルを保存すると線形演算は保存されるが、一
方では積が保存されるとは限らないという
一見奇妙である結果が得られたことになる。
関数環から関数環への写像や可換バナッハ
環から可換バナッハ環への写像で乗法的に
ノルムを非対称に保存する写像の研究につ
いてはさらに発展できると考えている。 
関数環から関数環への全射 Tで単項式的
に抹消スペクトルを保存するものの形
を決定した。これは、乗法的に抹消スペ
クトルを保存する写像の結果の一般化
である。対象の 2 変数単項式がｍ乗ｎ乗
の形でｍとｎの最大公約数が１であれ
ば、対象の写像は荷重合成作用素である
ことが分かった。またｍとｎの最大公約
数ｄが１より大きい場合は Tのｄ乗があ
る荷重合成作用素のｄ乗であることを
示した。この場合に T 自身が荷重合成作
用素となるとは限らず、線形でも乗法的
でもないような例を示した。また、実バ
ナ ッ ハ 関 数 空 間 に 対 す る Stone －
Weierstrass 型の定理を証明した。その
際に対象のバナッハ関数空間の分離条
件が大切で，既に知られている条件を緩
めた条件のもとで作用関数がアファイ
ンのみであることを特徴付けた。また，
商的にノルムを非対称に保存する写像
についてもその形を決定することがで



きた。これは乗法的にノルムを非対称に
保存する写像に関する結果を含むもの
でより一般的なものである。特に対合に
対象性を仮定して述べられた半単純可
換バナッハ環の間の写像の代数的性質
に関する定理を，非可換のバナッハ環の
場合も含めて対合の対象性の仮定なし
に述べることの可能性を示した点で興
味深いものである。また，単位的バナッ
ハ環の可逆元からなる群の位相構造と
代数構造の研究を行い，ある種のバナッ
ハ環の可逆元からなる開部分群どおし
が距離空間として同形であることと距
離付け可能群として同形であることの
同知性を示すことができた。この結果は
つくばセミナーで発表され，また 2009
年に行われたアメリカ数学会のスペシ
ャルセッションで講演を行った。単位的
半単純可換バナッハ環の可逆元からなる群
の開部分群から単位的バナッハ環の可逆元
からなる群の開部分群への等距離写像 Tが単
位元を保存するとき，T はそのバナッハ環の
間の実多元環としての等距離同形写像に拡
張できることを示し，従って対応する可逆元
からなる群の間の等距離（群）同形写像であ
ることが示された。Mazur-Ulam の定理を拡張
した。その際に亜距離空間を導入し，強鏡映
的亜距離空間や超鏡映的亜距離群の間の亜
距離を保存する写像の代数構造を決定した。
特にコンパクト空間 X上の正値連続関数から
なる群からコンパクト空間 Y上の正値連続関
数からなる群へのある種の亜距離を保存す
る写像の構造を決定した。これは単位的 C*
環の可逆性要素全体の集合の間の Thompson
距離保存写像に関する Molnar の結果の可換
版と見ることもできる。A と B を単位的な半
単純可換バナッハ環とし，S と T を A から B
への単位的な全射でスペクトル半径を非対
称積的にうつす写像とする。このとき S と T
は一致して，それらは Aから Bの上への実同
形写像であることを示した。また関数環 Aと
B と A の適当な条件をみたす部分集合 I を考
えてｒとｔをその集合から Aへの写像で，S，
T を I から B への写像として I の任意の関数
ｆ，gについて S(f)T(g)の末梢スペクトルが
r(f)t(g)の末梢スペクトルに含まれるとき B
の Choquet 境界から Aの Choquet 境界への同
相写像φが存在して S(f)(y)=r(f)(φ(y))と
T(f)(y)=t(f)(φ(y))がIの任意の関数ｆとB
の Choquet境界の任意の点ｙについて成立す
ることを示した。この結果は乗法的に末梢ス
ペクトルを保存する写像の代数構造に関す
る既存の結果の拡張になる。また極大イデア
ル空間の第 1Cechコホモロジー群がつぶれて
いる可換C*環ではr(f)=fの m乗やt(f)=fの
n 乗は全射となるため，この場合には既存の
結果を含むことが分かる。        
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