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研究成果の概要： 

常微分方程式(連続型)及び差分方程式(離散型)の解の漸近的挙動を定性的に考究するととも
に，それらを関数微分方程式(即ち，時間遅れを考慮する微分方程式)や楕円型方程式の研究に
応用した。一例を挙げるならば，変数係数をもつ線形方程式や準線形微分方程式を対象に，解
の振動性や零解の大域的漸近安定性について，数多くの先行研究を大きく改良できた。その秘
訣は，これらの方程式と同値な方程式系に対して相平面解析を駆使したことにある。また，こ
の相平面解析法は３次元方程式系に対しても有効であることを示した。 
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１．研究開始当初の背景 

相平面解析とは，方程式の解を表す変数以
外にもう一つ別の変数(普通は解の導関数)
を導入して，この２つの変数の関係を考察す
る手法である。別の言い方をすると，与えら
れた方程式を同値変換した方程式系(ダイナ
ミックシステム)の解を相平面上に射影して，
その挙動から元の方程式の解の性質を調べ
る解析法である。つまりは，解全体の動きを
幾何学的に捉えようとする試みである。その
代表的なものは，極限閉軌道の存在を示すポ

アンカレ・ベンディクソンの定理であろう。 
自励系の常微分方程式に対する相平面解

析は古くから数多くの研究がなされてきた。
有名なポアンカレ・ベンディクソンの定理も
その一つである。しかし，非自励系を対象と
するとき，相平面解析は全く無力であるとも
考えられてきた。なぜなら，時間が変化して
も不変な自励系の解の挙動は，その射影から
十分に考察することができる。これに対して，
時間経過に伴って変化する非自励系では，射
影だけでは解の挙動が完全には把握できな
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いからである。即ち，初期値が同じであって
も初期時刻が異なれば，解軌跡は全く違った
形状になる。そのため，非自励系では，国内
外を通じて相平面解析は確立されていなか
った。 

 

２．研究の目的 
不動点定理，フロッケ理論，リッカチ変換

法，スペクトル解析を有効に活用することに
より，相平面解析に新しい息吹を与えること
が，本研究の主目的であった。 
相平面解析では，与えられた微分方程式の解
x とその導関数 y の挙動を同時に調べなけ
ればならない。これに対して，リッカチ変換
法では，x と y の比に関する１階微分方程式
を解析するので，相平面解析より限定したこ
としか分からないことも多いが，扱い易いと
いう利点がある。本研究では，両方の長所を
取り入ることを目指した。また，リッカチ変
換で得られる１階微分方程式に対して不動
点定理を適用することは稀であるが，それに
よって得られる新しい知見を相平面解析に
活用することも目的の一つであった。さらに，
周期係数をもつ微分方程式には，フロッケ理
論が有効であることは良く知られているが，
相平面解析との融合研究を展開することも
目指した。 

線形微分方程式系においては，解の定数倍
も解になり，異なる解の和も解になることが
周知の事実である。これと類似な性質をもつ
ものに準線形微分方程式系(quasi-linear 
differential system)があり，近年，この方
程式系の研究が国内外で盛んに行われてい
る。両者には解の構造に類似点があるので，
線形微分方程式系の場合と同様に，準線形微
分方程式系に付随する特性方程式の考察が
本研究課題遂行に不可欠であることに気づ
いた。その特性方程式の根の分布を調べるた
め，スペクトル解析の手法が大いに役立つ。 

以上の観点を踏まえて，本研究期間内に達
成したい具体的な研究テーマは次の通りで
あった。 
(1) 準線形微分方程式系の零解の大域的漸

近安定性 
特性方程式の根の分布に着目して，零解の

大域的漸近安定性のための必要十分条件を
得ること。 
(2) 差分方程式系の零解の大域的漸近安定    

性 
係数が区分的連続である場合，線形や準線

形微分方程式系は差分方程式系と密接不可
分な関係をもつため，差分方程式系も研究対
象とする。 
(3) 周期係数をもつ線形微分方程式系の解

の振動性 
フロッケ乗数の評価を用いて，解が振動す

るか否かを議論する。 

(4) 関数微分方程式や楕円型方程式の研究
への応用 

 
３．研究の方法 
研究目的(1) 
 研究代表者と連携研究者(松永)が担当し
た。２次元線形微分方程式系の零解の大域的
漸近安定性及びこのテーマに関する摂動問
題について，昨年度までに得られた成果を基
にして，変数係数をもつ準線形微分方程式系
や３次元線形微分方程式系の零解の(大域
的)漸近安定性について研究を進めた。その
ための主な手法は新しい相平面解析であっ
た。このテーマは自動制御を密接な関係をも
っているので，これについても考究した。 
研究目的(2) 
 研究代表者と連携研究者(松永，山岡)が担
当した。工学などの応用上，係数が階段関数
のような区分的連続である場合の研究は重
要であると言える。研究目的(1)と関連付け
ながら進めた。ただし，こちらの場合は解析
過程で差分方程式系が現れる。このように関
連が深い差分方程式系の零解の大域的漸近
安定性についても，相平面解析とスペクトル
解析を組み合わせて考察した。 
研究目的(3) 
 研究代表者と連携研究者(宮崎)が担当し
た。Delayed Feedback 制御の解析に用いるフ
ロッケ理論を本研究課題に組み込んだ。 
研究目的(4) 
 本研究では，時間大域的に存在する解を対
象とするので，解の局所的存在性や初期値に
関する解の一意性を保証した上で行った。そ
のため，偏微分方程式の初期値問題に対する
適切性についての研究が本研究を下支えす
る。その上で，研究代表者と連携研究者(町
原)が相平面解析の偏微分方程式(特に，波動
方程式)への活用法について考察を進めた。
また，研究代表者と連携研究者(松永，宮崎)
はスペクトル解析やラズミーヒンの手法を
用いて，関数方程式の零解が漸近安定になる
ための条件を求めた。 
 
４．研究成果 
 微分方程式系が線形であり，定係数をも
つ場合は，零解の大域的漸近安定性を調べる
ために，ラウス－フルビッツの判定法を適用
できることが良く知られており，制御工学や
生態学など広範な分野がその恩恵を受けて
いる。しかし，変数係数の場合には，ラウス
－フルビッツの判定法は役に立たない。況し
てや，対象とする微分方程式が非線形である
場合は零解の大域的漸近安定性を判定する
方法がない。本研究によって，この弱点を克
服し，微分方程式系の定性的理論を相平面解
析の側面から進展させることができた。得た
成果は国内外の研究集会で発表した。例えば，



 

 

2008年 7月にハンガリーにて開催された国際
会議で報告した際も，そのエレガントな定理
と斬新な相空間解析法には大きな反響があ
った。このように，着実な研究成果を挙げて
きた。 

本研究の主な成果は以下の通りである。 
研究目的(1) 
① 非自励な準線形微分方程式の解の漸近挙
動について研究した。特に，零解が大域的漸
近安定であるという仮定の下で，各解がどの
ように零に収束するのかに焦点を当て論じ
た。また，零解が大域的漸近安定になるため
の十分条件を与えた。 
② 減衰項をもつ準線形微分方程式の零解が
大域的漸近安定になるための十分条件を与
えた。また，零解が大域吸収的になるための
十分条件も求めた。準線形微分方程式はその
特殊な場合として，線形微分方程式を含む。
得られた結果は線形微分方程式の場合に限
っても，新しいものである。 
③ ２つの係数をもつ準線形微分方程式を扱
い，それら係数によって描かれる曲線の位置
によって，すべての解が振動するか否かを判
定する条件を与えた。得られた結果は係数に
関する積分条件で表現しないことが従来の
研究と大きく異なる点である。 
④ ２×２変数行列を用いて表現される線形
微分方程式系の零解が大域的漸近安定にな
るための十分条件を与えた。ここで，行列の
各成分は正であるとは限らない。この行列を
対角成分と歪対角成分に分け，歪対角成分が
この線形微分方程式系の零解の大域的漸近
安定性に及ぼす影響について議論した。 
⑤ 時間に伴って変化する係数をもつ３次元
線形微分方程式系の零解が一様安定かつ漸
近安定になるための十分条件を与えた。また，
その拡張として，ハミルトン系を内包する非
線形微分方程式系の零解の一様安定性と漸
近安定性について議論を進めた。 
研究目的(2) 
① １つの時間遅れをもつ２次元線形微分方
程式および線形差分方程式の零解が漸近安
定であるための必要十分条件を，係数行列の
行列式，トレースと時間遅れのパラメータを
用いてそれぞれ具体的に与えた。 
② ２つの時間遅れをもつ或る線形差分方程
式系の解の漸近挙動を係数行列と時間遅れ
のパラメータを用いて完全に分類した。  
③ 単調性をもつ或る非線形差分方程式系の
解の大域的挙動を考察し，すべての解が非有
界になるための十分条件と平衡点の大域的
な安定多様体が存在するための十分条件を
それぞれ与えた。 
④ ２つの時間遅れをもつ或る線形差分方程
式系の零解が漸近安定であるための必要十
分条件を係数行列と時間遅れのパラメータ
を用いて導いた。 

関数行列を用いて２次元線形微分方程式を
表現したとき，その歪対角成分が周期関数で
ある場合を考え，零解が漸近安定になるため
の十分条件を与えた。歪対角成分とともに対
角成分も周期関数である場合は，フロッケ理
論と計算機による数値解析によって，零解が
漸近安定であるかどうかを判定できること
がよく知られている。しかし，歪対角成分だ
けが周期関数であっても，フロッケ理論を用
いることはできない。その意味で，本研究で
得られた結果はフロッケ理論を補完するも
のである。 
研究目的(3) 
① 周期係数をもつ半分線形微分方程式のす
べての解が振動しないための十分条件を与
えた。結果はリッカチ手法を用いて証明した。
また，周期係数をもつ線形微分方程式のすべ
ての解が振動するための十分条件も与えた。
これらの結果は線形微分方程式に対して知
られていた従来の事実を拡張するものであ
る。 
② 零に収束する係数をもつ非線形微分方程
式のすべての解が振動しないための判定基
準を与えた。その基準によって係数の収束速
度と非線形項の増大率との関係が明確にな
った。また，この結果はエムデン－ファラー
方程式に関して既に報告されていた数多く
の非振動定理を拡張した。 
③ 関数行列を用いて２次元線形微分方程式
を表現したとき，その歪対角成分が周期関数
である場合を考え，零解が漸近安定になるた
めの十分条件を与えた。歪対角成分とともに
対角成分も周期関数である場合は，フロッケ
理論と計算機による数値解析によって，零解
が漸近安定であるかどうかを判定できるこ
とがよく知られている。しかし，歪対角成分
だけが周期関数であっても，フロッケ理論を
用いることはできない。その意味で，本研究
で得られた結果はフロッケ理論を補完する
ものである。 
研究目的(4) 
① 非有界な時間遅れをもつ或る非線形スカ
ラー微分方程式のすべての解が零に収束す
るための十分条件を導き，従来の結果を改良
かつ一般化した。 
② 無限の時間遅れをもつ関数微分方程式の
解の漸近挙動を考察し，常微分方程式のペロ
ン型の定理に対応する結果を拡張した。不安
定部分空間の成分が安定部分空間の成分よ
りも優位であることを証明し，不安定部分を
解析することにより解全体の漸近挙動を特
徴付けた。 
③ １つの時間遅れと２つの定数係数をもつ
２次元線形微分方程式系に対して，時間遅れ
に依存する安定判定法と時間遅れに依存し
ない安定判定法を与えた。これにより，従来
見逃されていた零解の漸近安定性における



 

 

時間遅れの影響が完全に解明した。 
④ 非対角成分に時間遅れをもつ線形微分方
程式系に対して，時間遅れに依存する漸近安
定条件と時間遅れに依存しない漸近安定条
件を導き，時間遅れの影響を無視した従来の
結果を本質的に改善した。 
⑤ 時間遅れをもつ２次元線形微分方程式系
の零解が漸近安定であるための具体的なパ
ラメータ領域を与えた。特に，ある条件の下
では，stability switches が無限回生じることも明
らかにした。 
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