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研究成果の概要（和文）：リーマン面は，各点で角度を測ることができる面であり，穴をあけた

浮き輪（把手）をいくつかと平面領域とを適当に貼り合わせて得られる面と同じ形をしている。

使われた浮き輪の個数をそのリーマン面の種数という。種数１のリーマン面 R を，別の一般の

リーマン面 S の中に，1 対 1 正則に写すこと，すなわち，各点での角度が保たれるように埋め

込むことを考える。いわば，S の上に R の地図を描こうとしているのである。そのためには，

S に一定の「広さ」が必要であろう。本研究では，その広さを測る方法を考案し，平面函数論

における古典的な結果であるケーベの四分の一定理に類似する定理を得た。 
 
研究成果の概要（英文）：A Riemann surface is a surface at every point of which angles are 
defined. It is obtained from tori with holes together with a plane domain by identifying 
boundaries appropriately. The number of tori is called the genus of the Riemann surface. If 
you want to embed a Riemann surface R of genus one into a general Riemann surface S, 
that is, if you want to draw a map of R on S, then you will need some “space” on S. In the 
present research we introduce a method of measuring the space and establish a theorem 
analogous to the Koebe one-quarter theorem, a classical theorem in function theory on 
plane domains.  
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１．研究開始当初の背景 
 リーマン面間の正則写像においては，ごく
わずかな位相的または解析的条件を課すこ
とが実は非常に強い制限をその正則写像や

リーマン面に設けたことになってしまう，と
いう現象が見られる。この現象は，言い方を
変えれば，与えられたリーマン面間には所要
の条件を満たす正則写像が必ずしも存在し
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ないことを意味する。そのような現象を広範
かつ組織的に研究し，どのようなリーマン面
の間に与えられた性質を持つ正則写像が存
在するか，または存在しないか，リーマン面
のモデュライ空間の上に描き出してみたい
と考えたのが，この研究を始めた動機である。
一般一意化定理によれば，把手を持たないリ
ーマン面は，平面領域と等角同値である。ゆ
えに，把手の存在こそがリーマン面論を平面
函数論から独立させている所以である。そこ
で，把手が正則写像に与える影響を考察して
みようと考えるに至った。 
 
２．研究の目的 

本研究の目的は，リーマン面から他のリー
マン面の中への正則写像について，リーマン
面の複素構造を決定する様々なモデュライ
や等角不変量と関連させつつ，複素解析学的
手法を中心とする種々の方法で研究し，その
結果をタイヒミュラー空間論など複素解析
学の他の分野に応用することである。 
 
３．研究の方法 
 問題の性格とこれまでの歴史から考えて，
閉リーマン面を扱う場合と開リーマン面を
扱う場合とでは，ふさわしい手法に大きな隔
たりがあるように思われる。そこで，閉リー
マン面の正則写像を研究するグループと開
リーマン面を研究するグループを設けた。い
ずれのグループでも複素解析学的手法が研
究の中心を占めるが，それに加えて，前者で
は代数学的手法を，後者では実解析学的手法
を試みた。さらに，多様な例を作って研究の
進展に資するため，数値実験をするグループ
も設けた。 
 各自の研究成果やアイディアは，山口大学
と広島大学で開催される研究会で発表され，
検討された。また，国内外で開催される学
会・研究集会にも積極的に参加して，成果を
発表し，最新の情報を得るよう努力した。と
くに，2008 年，にアメリカ合衆国で開催さ
れた第 5回非線型解析学者世界会議において
分科会 “Nonlinear problems on Riemann 
surfaces （リーマン面上の非線型問題）”を
主宰したことは，研究の進展に大いに役立っ
た。 
 
４．研究成果 
 R をリーマン面とする。R 上の単純閉曲線
a, b で幾何学的交点数 a×b が 1 に等しいも
のの組χ={a, b}を R の把手の印という。そし
て，組(R,χ)を印付きリーマン面と呼ぶ。(R’, 
χ’)を別の印付きリーマン面とし，χ’={a’, b’}
とする。R から R’の中への正則写像 f による 
a, b の像がそれぞれ R’において a’, b’と自由
にホモトピックならば，f を(R,χ)から(R’,χ’)
の中への正則写像であるという。 

 種数１の閉リーマン面をトーラス，種数１，
境界成分の個数が１である開リーマン面を
穴あきトーラスと呼ぶ。印付きトーラス，印
付き穴あきトーラスの意味は明らかであろ
う。(T1,η1), (T2,η2)を印付き穴あきトーラス
とするとき，(T1,η1)から(T2,η2)の中への等
角写像が存在するならば，(T1,η1)≦(T2,η2)
と表す。≦は，印付き穴あきトーラス全体の
なす空間 S において半順序を定義するが，全
順序ではない。 
 さて，(R0,χ0)を種数 1 の印付き開リーマン
面とし，χ0={a0, b0}とする。(R0,χ0)から印付
きリーマン面(R,χ)の中への等角写像 f が単
純であるとは，R0 の基本群の f による像が，
像曲線 f(a0), f(b0)で生成されるときをいう。
そして，S(R0,χ0)を，条件 
 

(R0,χ0)から印付きリーマン面(R,χ)の中
への単純な等角写像が存在すれば，(T,η)
から(R,χ)の中への等角写像も存在する 

 
を満足する印付き穴あきトーラス(T,η)の全
体とする。(R0,χ0)の中に等角に埋め込まれる
印付き穴あきトーラスはすべて S(R0,χ0)に
属するので，S(R0,χ0)は空ではない。次の定
理は，本研究の主要な結果の一つである。 
 
定理 1 集合 S(R0,χ0)は，必ず最大元をちょ
うど一つ持つ。 
 
 S(R0,χ0)は順序集合(S,≦)の部分集合であ
ったことを思い出そう。この順序は全順序で
はないので，最大元の存在は，まったく非自
明である。 
 定理 1 は，S(R0,χ0)の元(T*,η*)で次の性
質をもつものの存在を主張している。 
 
A) (T*,η*)は，(R0,χ0)が単純かつ等角に埋

め込まれる任意の印付きリーマン面の
中に等角に埋め込まれる。 

B) (T*,η*)は上記の条件 A)を満たす印付き
穴あきトーラスの中で最大である。 

 
 一方，単葉函数論における古典的定理であ
るケーベの四分の一定理は，次のように述べ
ることもできる。 
C) 中心 0，半径 1/4 の開円板Δ* は，正規

化条件 f(0)=f ’(0)－1=0 を満たす単位円
板上の任意の等角写像 f の像に含まれる。 

D) Δ*は上記の条件 C)を満たす原点中心の
開円板の中で最大である。 

 
すると，定理 1 とケーベの四分の一定理との
類似性が明らかになるであろう。 
 一方，両者には大きな違いがある。ケーベ
の四分の一定理ではΔ* は正規化された等
角写像の像に含まれているが，定理 1では(T*



 

 

η*)が単純等角写像による(R0,χ0)の像に含
まれていることまでは主張していない。しか
し，単純等角写像による(R0,χ0)の像に含まれ
る印付き穴あきトーラスを見つける問題は，
(R0,χ0)自身に等角に埋め込まれる印付き穴
あきトーラスを見つける問題に他ならず，こ
の問題の解は単純等角写像の性質を何ら反
映しないであろう。これは別の興味ある問題
なのである。この問題について，いくつかの
結果を得たが，それを述べるには多くの予備
的知識が必要なので，詳細は省略する。定理
1 を含む以上の結果は，ドイツの伝統ある著
名な雑誌に掲載された（下記〔雑誌論文〕の
第 16 論文）。 
 これまでに述べた結果はすべて 1 対 1 正則
写像に関するものであった。従来から「1 対
1」という仮定を落とした場合に興味があっ
たのだが，前述の研究の過程においてその端
緒を得たので，それを報告したい。 
 一般の（種数が 1とは限らない）印付きリ
ーマン面(R0,χ0)と印付き穴あきトーラス(T,
η)が与えられたとき，(T,η)から(R0,χ0)の中
への正則写像が存在するための条件を考察
する。R0 の適当な被覆リーマン面をとれば，
初めから R0 を穴あきトーラスと仮定しても
一般性を失わないことが簡単に知られる。そ
こで，以下では，(R0,χ0)を印付き穴あきトー
ラスとし，χ0={a0, b0}とする。これまでの研
究から，穴あきトーラスの等角写像の理論に
おいて，非分離的な単純閉曲線の自由ホモト
ピー類の極値的長さが重要な役割を果たす
ことを知っている。そこで，a0の自由ホモト
ピー類の極値的長さを E[R0,χ0]と表し，印付
き穴あきトーラス(R0,χ0)の基本極値的長さ
と呼ぶ。f を穴あきトーラス(T,η)から(R0,  
χ0)への正則写像とする。f が単射ならば不等
式 E[T,η]≧E[R0,χ0]が成立するが，f が単射
でなければ E[T,η]＜E[R0,χ0]となることも
ある。しかし，(R0,χ0)を固定したとき，E[T,
η]は下に有界であり，E[R0,χ0]を用いて E[T,
η]の下からの評価を具体的に与えることに
成功した。すなわち，次の定理が成立する。 
 
定理２ 

E[T,η] ≧2 E[R0,χ0]／(5 E[R0,χ0]2+4) 
 
 この定理は，下記〔雑誌論文〕の第 5 論文
に収録されている。定理 2 で与えられた評価
式は精密ではないが，今後の研究に重要な示
唆を与えている。 
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