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研究成果の概要：(1) 双曲型不動点の近傍での超局所解の構造を明らかにした。少し詳しく述
べると、incoming な安定多様体から outgoing な安定多様体への超局所解の伝播の一意性およ
び存在定理を証明し、さらに解の伝搬の様子をフーリエ積分作用素を用いて表現した。

(2) シュレディンガー作用素の、解析性を持たない島の中の井戸型ポテンシャルが生成するレ
ゾナンスの準古典分布を計算し、解析性をもつポテンシャルの場合と同じ結果を得た。 
(3) 偏微分方程式の国際研究集会、および若手育成のためのスクール「準古典解析入門講義」
（A.Martinez 教授による講義ほか）を、それぞれイーグレ姫路、先端技術支援センターで開
催した。
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１．研究開始当初の背景
(1) 古典力学系に捕捉された軌道が存在す
るとき、対応するシュレディンガー作用素は、
その系がもつエネルギーの複素近傍に、準古
典パラメータ（プランク定数）が小さくなる
とともに集積する固有値、またはレゾナンス
が存在することが知られている。捕捉された
軌道として、ホモクリニック軌道がただ一つ

ある場合に、それがが生成するレゾナンスの
準古典分布を決定するという問題は、一次元
の場合にのみ、Ramond との共同研究で解か
れており、多次元の場合は未解決であった。
多次元の場合本質的なのは、不動点において
超局所解がどのように伝搬するかを知るこ
とであった。その研究をまず行った。
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(2) 指数的に小さいトンネル効果を計算する
ためには、位置、あるいは運動量を複素に拡
げて考えるのが自然で、そのためにポテンシ
ャルに解析性を仮定するのが普通である。
ところが、本来物理の問題であることから滑
らかさだけで同じ結論が得られることが期
待されていた。そのことを実証する研究とし
て、解析的な場合に Helffer-Sjoestrnad が
研究した、島の中の井戸が生成するレゾナン
スの虚部を求める問題を、解析性の仮定をは
ずして試みた。

２．研究の目的
(1) シュレディンガー作用素のポテンシャル
のバリアトップに波が入射したとき、散乱波
は入射波を用いてどのように記述できるか
という問題を、準古典解析、すなわちプラン
ク定数にあたるパラメータを小さなパラメ
ータとした漸近解析で解明する。またこれを
一般の擬微分作用素の双曲型不動点に一般
化する。

(2) 島の中の井戸型ポテンシャルが生成する
レゾナンスの虚部は、原子核の半減期の逆数
である。この量の準古典漸近展開を、ポテン
シャルの解析性を仮定せずに計算する。原子
核の寿命、さらに本質的には量子トンネル効
果に、ポテンシャル障壁の解析性と無限回微
分可能性の違いが反映されるかどうかを調
べるのが目的である。

３．研究の方法
(1) 古典ハミルトニアンの双曲型不動点の近
傍では、incoming な安定多様体と outgoing 
な安定多様体が存在する。Incoming な安定
多様体に与えられた超局所解を WKB 解の
重ね合わせとして表現し、さらにこの WKB 
解を時間依存シュレディンガー方程式の
WKB 解の重ね合わせで書くことにより、不
動点の近傍、ひいては outgoing な安定多様
体にまで接続することができる。

(2) 島の境界上で、井戸からの距離が最短で
あるような点におけるトンネル効果、すなわ
ち、島の中で指数的に減衰する WKB 解が、
島から抜けたときに振動する解に変わる現
象が本質的な問題となる。島の境界では
WKB 解が発散するため、エアリ型の積分で
表現する。すなわち運動量の関するWKB解
のフーリエ変換の形に表現する。この積分に
停留位相法を適用すれば境界を超えた点で
の解の漸近展開、すなわちWKB解が得られ
る。しかし、我々の相函数は解析性を持たず、

停留点が存在しない。そこで概解析拡張を用
いて相函数を複素平面上に拡張することに
より停留点を定義し、ポテンシャル障壁を超
えた点での漸近展開の近似を計算する。また、
この近似の誤差が十分小さく、解析的な場合
と同じ漸近展開を与えることを、特異性の伝
播の定理を用いて示す。 

４．研究成果
(1) バリアトップの複素近傍で、離散的な集
合（これは実は、このバリアトップがポテン
シャルの最大値である場合のレゾナンス）の
小さな近傍を除けば、incoming な安定多様
体に与えた超局所解は outgoing な安定多
様体の超局所解を一意に決定し、その関係は
フーリエ積分作用素を用いて記述すること
ができることを示した。
この結果は、特異性の伝搬の定理としても、
全く新しいタイプの定理であり、また解の接
続の公式としても、一次元の Weber 型の公
式を多次元に著しく一般化したものになっ
ている。

(2) ポテンシャルに解析性を仮定しなくても、
滑らか（無限回微分可能）であれば、レゾナ
ンスの虚部は、解析的な場合と同じ漸近展開
をもつことを示した。トンネル効果を解析性
を使わずに議論した結果はおそらく初めて
ではないかと思う。 
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