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研究成果の概要（和文）：バナッハ空間の幾何学的定数とノルム不等式を研究した．特に，James
定数と von Neumann-Jordan 定数の関係が集中的に議論され，これら２つの定数について極
めて単純な不等式を得た．この結果は，Alonso-Martin-Papiniの提供した疑問に肯定的に答え，
このような不等式に関する先行結果のすべてを改良するものである．また，ノルム不等式の一
般化・精密化も考察した． 
 
研究成果の概要（英文）：We studied geometric constants and norm inequalities in Banach 
spaces. In particular the relation between James and von Neumann-Jordan constants was 
discussed intensively, and we obtained a quite simple inequality about these two constants. 
This answers affirmatively a question posed by Alonso-Martin-Papini, and improves all 
previous results concerning these inequalities. We also investigated refined generalizations 
of norm inequalities. 
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１．研究開始当初の背景 
(1) 2001年，加藤・Maligranda・髙橋により，
バナッハ空間 Xの幾何学的定数 J(X)（James
定数）と NJ(X)（von Neumann-Jordan定数）
の関係が初めて紹介され，その後、多くの研

究者によってその改良が試みられた．最も精
力的に研究したのはMaligrandaである．彼
は積極的に海外（タイ等）に出向き，若い数
学者たちに，その改良のみならず一つの予想
さえ提供した．Saejungは，その予想の証明
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を試みたが失敗に終わる．この頃，Gaoの定
数 E(X)や新たな定数が導入され，それらの定
数の関係，及び，空間の幾何学的性質と定数
との関係，などが活発に研究された． 
 
(2) 2006年，九州工業大学で国際シンポジウ
ムが開催され，髙橋（代表者）は基調講演で，
バナッハ空間の幾何学的定数を一つの大き
な枠組みの中で統一的に議論する方法を提
案した．ここで述べられた方法は極めて斬新
的で，既知の様々な結果を統一的に導くのみ
ならず，新たな結果を生み出す可能性を示唆
した．これまでの研究では，種々の幾何学的
定数が導入され，それぞれの立場で様々な結
果が紹介されていたが，これらの関係が必ず
しも明確でなかった．ここで提案した方法を
用いることにより，バナッハ空間の幾何学的
定数，特に，J(X)と NJ(X)の関係を中心に既
知の結果を改良することが可能と思えた． 
 
 
２．研究の目的 
バナッハ空間の様々な性質は，当然のことな
がら，そのノルムの性質によって決定される．
従って，ノルム不等式の研究が重要となる． 
空間の一様凸性を導く Clarkson 不等式は典
型的な例である．また，空間の幾何学的性質
は，その単位球あるいは単位球面の形状で決
定される．これらの形状を調べるために，そ
こで定義される種々の幾何学的定数が用い
られる．典型的な例は，James 定数 J(X)と
von Neumann-Jordan 定数 NJ(X)である． 
重要な関数空間や数列空間について，これら
の定数が決定されているが，その際に特殊な
ノルム不等式が用いられる．このような空間
では，J(X)と NJ(X)の関係は知られている．
一般のバナッハ空間では，このようなノルム
不等式は使えないために，これらの定数の関
係を考察するのは容易ではない．これまでに
種々の幾何学的定数が導入されているが，そ
の定数はノルムによって定義される．一般の
バナッハ空間について，これらの定数の関係
を調べるためには，一般のノルムについてど
のような不等式が成り立つかを考察する必
要がある．本研究では，バナッハ空間の幾何
学的定数とノルム不等式を考察する．特に，
James定数と von Neumann-Jordan定数を
中心に，それらの関係を明らかにし，その応
用を試みる． 
 
 
３．研究の方法 
一般論として，良い成果を得るためには，良
い方法が必要である．天才デカルトやヒルベ
ルトの研究方法を見ると，既知の様々な結果
について，それらの根底にある深い考え方を
理解し，問題の本質を把握することが重要と

思われる．本研究の中心テーマは，J(X)と
NJ(X)の関係を考察することにある．この研
究は 2001 年に，加藤・Maligranda・髙橋が
始め，その後，そこで得られた結果や提起さ
れた問題について，その改良や問題の部分的
な解答が紹介されている．当時，J(X)と NJ(X)
を直接比較したのであるが，髙橋は 2006 年
に，これらの幾何学的定数を一つの大きな枠 
組みの中で統一的に論ずることを提案した． 
以下に，主な研究手法を紹介する． 
(1) J(X), NJ(X), E(X), 及び新たな定数A(X)
などについて深く理解するために，それ
らと同値な定義を与える．これにより，
定数の値を求めることが容易になる．ま
た，非負の実数の間で成立する種々の不
等式を利用して，定数の関係を考察する
ことが比較的容易になる． 

(2) NJ(X)を E(X), A(X)等で上から評価する.
更に，E(X), A(X)等を J(X)で上から評価
する．これにより，NJ(X)の J(X)による
上からの評価が得られる．これらの評価
式は，ある種の空間で定数を決定する際
に極めて有効である．このような方法を
考える理由は，J(X)と NJ(X)の関係を直
接比較することは容易でないことにある． 

 
 
４．研究成果 
(1) バナッハ空間 X の von Neumann-Jordan
定数 NJ(X)と James 定数 J(X)の関係を考察し
た．NJ(X)の J(X)による下からの評価はよく
知られているが，上からの評価は多くの研究
者の努力にもかかわらず，困難を極めた．最
初の結果は 2001 年，加藤・Maligranda・髙
橋により発表され，その後，この結果の改良
が多くの研究者の注目を集めた．最初の改良
が発表されると，Maligranda はより単純な不
等式を予想した．この予想は，しばらく未解
決の状態であったが，Alonso-Martin-Papini
により 2008 年に肯定的に解決された．彼ら
が用いた手法は斬新的で，その後の発展に大
きく寄与した．類似の手法により，Wang-Pang
は彼らの結果の改良に成功した．しかしなが
ら，そこで紹介された不等式は，極めて複雑
なものであった．彼らの証明では，それ自身
興味深い別の不等式を利用したのであるが，
この不等式の改良が問題と思われた．2009 年，
この不等式を改良することにより，極めて単
純な不等式が得られた．主定理は次の如く述
べられる：J(X)<2 のとき，NJ(X)<J(X)が成立
する．ただし，J(X)=2 のときは，NJ(X)=J(X)
である．この結果は，これまでのすべての結
果を改良するのみならず，Alonso たちの提起
した疑問に肯定的に答えるものである．関連
した内容は，雑誌論文(4), (5)，学会発表(4), 
(6), (8)等で発表された. 
 



 

 

(2) J(X)<2 ならば NJ(X)<J(X)である．この
不等式は極めて単純で，これ以上望むべくも
ないように思える．これまでの研究経過から
見ると，一つの到達目標であろう．しかしな
がら，更なる改良が可能である．ごく最近，
より精密な不等式の証明に成功した．この不
等式についても，最良か否かは不明である.
数学に限った話ではないが，更なる発展をす
るためには，既知の結果についても深く理解
し，その証明方法を辿ってみるべきである．
現在，「J(X)<2ならば NJ(X)<J(X)」について，
様々な証明を試みている．結果として，既知
の様々な結果が統一的に導かれることが分
かった．関連した結果は，雑誌論文(2)，学
会発表(5), (6), (7)等で発表した． 
 
(3) 新たな幾何学的定数 A(X)を導入し，幾何
学的性質の特徴付けを行った．また，A(X)と
他の幾何学的定数，特に，J(X), NJ(X)等と
の関係を詳細に考察し，その応用を試みた．
更に，ルべーグ・ボホナー空間についても同
様の考察を行った．関連した結果は，雑誌論
文(3)，学会発表(1), (2), (3)等で発表した． 
 
(4) 種々のノルム不等式を研究し，その応用
を試みた．一般のノルム不等式について，そ
の一般化・精密化を行い，等号成立条件も考
察した．また，Hlawka 不等式のような特殊な
ノルム不等式を考察し，その一般化及び逆不
等式も与えた．これらの結果は，空間の幾何
学的性質の研究に応用される．関連した結果
は，雑誌論文(1), (6), (7), (9), (10)等で
発表した． 
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