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研究成果の概要：一般化された特異積分作用素のハーディー空間上での有界性について研究を 

進め，コーシー積分作用素と n次元のカルデロンの交換子作用素がハーディー空間から局所ハ

ーディー空間への有界作用素であること，その結果が最良であることを示した． 

 
 
交付額 
                               （金額単位：円） 

 直接経費 間接経費 合 計 
2007 年度 900,000 270,000 1,170,000 

2008 年度 800,000 240,000 1,040,000 

年度  

年度  

  年度  

総 計 1,700,000 510,000 2,210,000 

 
 
研究分野：数物系科学 
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２．研究の目的 １．研究開始当初の背景 
 一般化された特異積分作用素（畳み込みの
形でないもの）は応用上ひじょうに多くの例
を含む作用素である．その L^p 有界性につい
ては詳しく研究されているがハーディー空
間上での有界性については強い条件の下で
しか結果が得られておらず，重要な作用素に
応用することができなかった． 

 前年度までに 1次元のカルデロンの交換子
作用素の有界性は示せていたので，この作用
素が出てきた背景にあるコーシー積分作用
素の有界性の証明に挑戦した．コーシー積分
作用素の積分核を形式的にテイラー展開し
たものがカルデロンの交換子作用素の積分
核になるので，この考え方は妥当であると思
われた．  そこでまずハーディー空間上での有界性

の理論を作り，応用することを考えた．   証明のアイデアとしては，1 次元のカルデ
ロンの交換子作用素のときに有効であった
「T1 定理」の代わりに「Tb 定理」を使えば
よいであろうことは，今までの研究の中で感
じていた． 

 まず，コーシー積分作用素のハーディー空
間上での有界性を証明する． 
 そしてこれが証明できた後には，この作用
素は１次元の作用素であるので，ｎ次元の作
用素であり，応用上非常に重要な作用素であ 



る電気二重層ポテンシャル作用素の有界性
の証明に挑戦する． 
 その準備としてｎ次元のカルデロンの交
換子作用素の有界性を調べる． 
 
 
３．研究の方法 
代表者，研究連携者それぞれが個別のテーマ
で研究を進めるとともにお互いに密接に連
携を取り合い研究を進めた．科研費の援助に
より行った研究集会は以下である． 
2006 年 10 月，実解析学シンポジウム，弘前
大学 
2006 年 12 月，調和解析セミナー，大阪教育
大学 
2007 年 10 月，実解析学シンポジウム，大阪
教育大学 
2007 年 12 月，調和解析セミナー，草津セミ
ナーハウス 
2008 年 11 月，実解析学シンポジウム，山口
大学 
2008 年 12 月，調和解析セミナー，山形大学 
 
 
 
４．研究成果 
 コーシー積分作用素とは複素平面上の曲

線に沿ったヒルベルト変換であり，実解析学，

複素解析学の両方において重要な作用素で

ある．この曲線を z= x + ia(x) の形にグラ

フ表示（媒介変数表示）したものが 

C_a f(x)=∫f(y)/(x-y + i(a(x) - a(y)) )dy  

の形の作用素になる． 

 関数 a(x) がリプシッツ連続であれば作

用素 C_a が１次元のハーディー空間から１

次元の局所ハーディー空間への有界作用素

であることを証明した． 

 前年度までに得られていたカルデロンの

交換子作用素の有界性と比べて難しい点は，

我々が既に得ていた「T1 定理のハーディー空

間版」をこの作用素には直接適用できない点

である．積分核の形が複雑であるからである．

そこで L^p 理論では知られていた「Tb 定

理」（T1 定理の拡張版）のハーディー空間版

を新たに作り，それをこの作用素に適用して，

求める結果を得ることができた． 

 さらに関数 a(x) のリプシッツ連続のオ

ーダーとそれに対応するハーディー空間の

指数の関係が最良であることを示した．具体

的に言うと a(x) が Lip_s の関数であれば p

≧ 1/(1+s)  の と き  H^p(R^1) か ら 

h^p(R^1)への有界作用素であることを示し

た． 

 前年度までの結果であるカルデロンの交

換子作用素の有界性と合わせると１次元の

場合は目標としていた作用素の有界性がす

べて証明できたことになる． 

 次の問題は n次元の作用素の有界性である

が，大きな目標は電気二重層ポテンシャル作

用素の有界性である．この作用素は電磁気学

はもちろんのこと偏微分方程式の境界値問

題とも関係する非常に重要な作用素である．    
 今回の研究ではその前段階の研究として，

ｎ次元のカルデロンの交換子作用素につい

て研究した．これは１次元の場合のカルデロ

ンの交換子作用素とコーシー積分作用素の

対応が，ｎ次元においては，ｎ次元のカルデ

ロンの交換子作用素と電気二重層ポテンシ

ャル作用素に対応するので，１次元の場合に

まずカルデロンの交換子作用素について調

べてからコーシー積分作用素に挑戦した作

戦が成功したので，ｎ次元でもこの方法が適

用できるのではと考えたからである． 

 ｎ次元の場合の困難な点は L^p有界性を証

明する場合に使えた rotation method が使

えないことである．rotation method とはｎ

次元の問題を極座標表示することで１次元

の問題に帰着する方法であるが，ハーディー

空間の場合は「ｎ次元のハーディー空間の属

する関数の超平面による切り口が次元の低

いハーディー空間に属する」という性質が成

り立たないので使えない． 

 そこで直接ハーディー空間上での有界性

を示すのではなく共役空間であるリプシッ

ツ空間上での有界性に関する定理をまず作

って，それと rotation method の組み合わせ

でｎ次元のカルデロンの交換子作用素が

H^p(R^n) から h^p(R^n) への有界作用素で

あることを証明できた． 

 また派生する問題として，曲線に沿ったヒ

ルベルト変換を，弧長ではなく，「もっと一

般の測度上でのヒルベルト変換の有界性を

考える」という nondoubling measure 空間の

理論における重みの研究も進めた． 

 ルベーグ測度空間上では良く知られた

Muckenhoupt の重みのクラス A_p がそのま

まではうまくいかないことを反例をもって

示し，修正した A_p クラスを導入することに

よって，nondoubling measure 空間上でハー

ディー・リトルウッドの最大関数の重み付き

L^p 有界性を証明することができた． 

 nondoubling measure 空間上での特異積分

作用素の重み付き有界性の証明と，ハーディ

ー空間の理論の構築は今後の課題となった．  
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