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研究成果の概要：時間に関する２階微分の項がパラメータを係数とする消散項のある双曲型方
程式のパラメータを 0 に近づけると、形式的には放物型方程式となる。臨界べきまたはそれよ
りも遅く減衰する消散項を持った線形および非線形双曲型方程式と対応する放物型方程式の解
との差の時間一様な評価、さらに時間減衰評価を得た。更に、この結果を Kircchoff 型準線型
方程式に応用し、特異摂動問題における時間減衰収束評価を示すと同時に大域解の一意存在も
示した。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
時間に関する２階微分の項がパラメータを
係数とする消散項のある双曲型方程式のパ
ラメータを0に近づけると, 形式的には放物
型方程式となる. 例えば弦の振動を表す摩
擦を考慮したモデルとして現れる消散項の
ある双曲型方程式において, 線密度を 0に近
づけると, 双曲型方程式は放物型方程式と
なる. このときに, 消散項のある双曲型方
程式の解が対応する放物型方程式の解に漸
近することが期待できる. 本研究では, そ
の様な双曲・放物型特異摂動問題を考察す
る.  

線型の場合の消散項のある双曲型方程式の
特異摂動問題は 1963 年の Kisynski 以来多く
の研究があり, パラメータを 0 に近づけた
ときに対応する放物型方程式の解との差の
収束評価が与えられてきた. 中でも, 2004年
Chill and Haraux は, 消散項の係数が定数
の場合に, 初期層が現れない初期データに
対し, 消散型線形双曲型方程式の解と対応
する放物型方程式の解の差について, パラ
メータに関する収束評価のみでなく時間に
関する減衰評価を示した.  その後, 研究代
表者は大学院生の橋本洋通君との共同研究
において, 消散項の係数が時間変数のみに
依存し減衰せずに正の下限がある場合に, 
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初期層が現れる場合の初期値も考慮して, 
解の差の時間減衰収束評価を与えた.  
一方, パラメータを伴わない減衰する消散
項を持った線形双曲型方程式の解の漸近挙
動は消散項の減衰度により異なる事が知ら
れている. 減衰度が臨界べきよりも大きい
時には消散項の働きは弱く, 消散項を持た
ない線形双曲型方程式の解に漸近し, 減衰
度が臨界べきよりも小さいときには消散項
の効果で解のエネルギーは減衰する. 特に、
臨界べきよりも小さい減衰度の時間変数係
数の消散項を持つ線形双曲型方程式の解は
放物型方程式の解に漸近することを 2006 年
に研究代表者は示した.  
そこで, 消散項の係数の減衰度が臨界べき
以下の時には, パラメータを 0 に近づけた
ときに対応する放物型方程式の解との差の
時間に関して減衰するパラメータに関する
収束評価を示すことができるのではないか
と期待できる.  
 
上記は線形方程式の場合であるが, 正定数
係数の消散項を持つ Kirchhoff 型準線型双
曲型方程式に対する双曲・放物型特異摂動問
題は, 1988 年 Esham and Weinacht により最
初に扱われた. 1996 年 Matsuyama, 2001 年
Gobbino により研究されたが, それまでの結
果における消散型線形双曲型方程式の解と
対応する放物型方程式の解の差の評価は時
間局所的であった. その後, 研究代表者は
橋本君との共同研究で, パラメータに関す
る時間減衰収束評価を示した. しかし, 消
散項の係数が変数係数の場合の特異摂動問
題の結果はそれまでに知られていなかった.   
一方, 時間減衰する係数の消散項を持つ 
Kirchhoff 型準線型双曲型方程式に対する
大域的可解性に関する結果は, 1999 年 Ono に
より最初に示された. Ono が扱ったのは主部
がmildly degenerate の場合であるが, 消散
項の係数の減衰の多項式次数は 1/3 以下で
あり, 臨界べき１よりも小さかった. 2003年 
Nakao and Bae により有界領域・一般的には
ポワンカレの不等式が成立する領域のとき
に, 臨界べき以下の一般的な非線形消散項
を持つ場合の大域解の一意存在が示された.  
 
 
２．研究の目的 
 
本研究の目的は, まず, 臨界べき次数また
はそれよりも遅く時間減衰する消散項を持
った線形双曲型方程式の特異摂動問題にお
いて, 放物型方程式の解との差の時間一様
な収束評価, さらに時間減衰収束評価を得
ることである. また, 解の時間微分の差に
ついて、 初期層を記述する評価をする.   
次いで, 上記の線形の結果を, 時間減衰す

る消散項を持った Kirchhoff 型準線型双曲
型方程式へ応用する. 特異摂動問題と同時
に, 有界とは限らない一般の領域において
臨界ベキ以下の減衰度の係数の消散項を持
つ Kirchhoff 型準線型双曲型方程式の大域
解の存在も示す.  
 
 
３．研究の方法 
 
(1) 可分な Hilbert 空間におけ減衰する時間
依存の係数の消散項がを持つ線形抽象双曲
型方程式についての特異摂動問題を考察す
る.  
 
① まず, 係数が臨界べきより遅く減衰する
場合を考察する. Chill and Haraux は 定数
係数の消散型抽象波動方程式の解を, 方程
式の主部に現れる自己共役作用素に対応す
るスペクトル分解を用いて高周波成分と低
周波成分に分解し, 高周波部分は早いオー
ダーで減衰し, 低周波成分については解表
示の公式を用いて, 抽象熱方程式の解との
差を評価した. 本研究で扱っている変数係
数の場合も同様に, 消散型抽象線形双曲型
方程式の解をスペクトル分解により高周波
成分と低周波成分に分解する. 但し, Chill 
and Haraux で扱った場合と異なり係数の大
きさが時間に依存するので, 高周波成分と
低周波成分の領域を分ける境界はパラメー
タ及び時間に依存するものとする. 高周波
部分はエネルギー評価を用いてパラメータ
の逆数及び時間変数に関して指数減衰する
ことを示す. 低周波成分については, さら
に２成分に分解し, パラメータを 0 に近づ
けたときに, 一方の成分は放物型方程式の
解に漸近し, もう一方はそれ自身が 0 に漸
近することを表す評価を, ２成分に関する
積分方程式系から導く.  
 
② 次に消散項の係数が臨界べきの場合を考
察する. 解の時間とパラメータに依る評価
を厳密に行い, パラメータを十分小さくし
たときの線形抽象双曲型方程式の解と対応
する放物型方程式の解の差に対し, パラメ
ータによる収束評価を与える.  
 
(2) 臨界べきまたはそれより遅く減衰する
時間依存係数の消散項をもつ Kirchhoff型準
線型双曲型方程式の初期値問題について, 
特異摂動問題と大域的可解性を考察する.  
上記(1)の線形摂動問題を応用する. 方法は, 
以下の通りである.  
 
① Kirchhoff 型準線型双曲型方程式と対応
する放物型方程式を仲介するもう１つの線
形放物型方程式を導入し, ２ステップに分



ける.  
 
② Kirchhoff 型準線型双曲型方程式とその
解に依存する線形放物型方程式の解の差に
ついて以下のように評価する. 上記（１）で
示した線形の線形方程式に対する摂動問題
に関する定理の結果及び仮定における変数
の依存性を明らかにし, Kirchhoff 型準線型
双曲型方程式の局所解の存在性から, 線形
摂動問題の定理を通して, 大域解の存在性
と摂動問題に対する評価を導く. 橋本君と
の共同研究において定数係数の消散項を持
つ Kirchhoff型準線型双曲型方程式に関する
摂動定理を示した際には, Kircchoff 型準線
型双曲型方程式の解の減衰評価を独立に求
め線形摂動定理の仮定をみたすことを示し
たが, ここでは, 減衰評価, 大域解の存在
を摂動評価と連動させて示す. すなわち, 
解に依存する主部の係数となる関数が線形
摂動問題の定理における条件をみたすと仮
定した上で, 摂動定理の結論と放物型方程
式の解の減衰評価をあわせ用いると, 線形
摂動定理の条件が満たされる事を導く. そ
のことにより, 線形摂動定理の仮定及び結
論がすべての正の時間で成り立つことが従
い, Kirchhoff 準線型双曲型方程式の大域解
の存在も得られる.  
 
③ 中間的な方程式と元の放物型方程式の解
を比較し減衰評価を示す. 
 
 
４．研究成果 
 
(1) 消散項が減衰する時間依存の係数を持
つ消散型線形抽象双曲型方程式についての
特異摂動問題 
 
① 係数が臨界べきより遅く減衰する場合.  
パラメータを０に近づけたときの線形抽象
双曲型方程式の解と対応する抽象放物型方
程式の解の差に対し, パラメータによる時
間減衰収束評価を与えた. 時間減衰評価は
各方程式の解の単独の減衰評価よりも速い. 
また, 初期値の微分可能性があがるとパラ
メータによる収束のオーダーもそれに伴い
上がることもいえる. このことよりパラメ
ータを０に近づけたときの線形抽象双曲型
方程式の解が対応する放物型方程式の解に
近づくことが従う. 解の時間変数に関する
１階微分にたいしては初期層を記述する項
が現れ, それは, パラメータの逆数と時間
変数に関して指数減衰する.  
 
② 消散項の係数が臨界べきの場合.  
パラメータを十分小さくしたときの線形抽
象双曲型方程式の解と対応する放物型方程

式の解の差に対し, パラメータによる収束
評価を与えた. そのことにより, 双曲型方
程式の解が対応する放物型方程式の解に近
づくことが従うが, ①と異なり, 解の差の
時間減衰評価が, 各方程式の解単独の減衰
評価より速くはならない.  
 
(2) 臨界べきまたはそれより遅く減衰する
時間依存係数の消散項を伴う Kirchhoff型準
線型双曲型方程式の解と対応する放物型方
程式の解の特異摂動問題と大域的可解性 
 
① 自己共役作用素の適当なベキ乗の定義域
に属する任意の初期値に対し, パラメータ
が十分小さければ, 大域的一意解が存在す
ることを示した.  
 
② ①と同時に, Kirchhoff 型準線型双曲型 
方程式の解と対応する放物型方程式の解の
差に関しパラメータに関する時間減衰収束
評価が得られた. 時間減衰評価に関しては
線形方程式と同様に, 係数が臨界べきより
遅く減衰する場合には各方程式の解の単独
の減衰評価よりも速い. 一方, 臨界べきの
場合には解の時間減衰評価は, 各方程式の
解の減衰評価より速くはならない. 
 解の時間変数に関する１階微分にたいして
は, 線形の場合と同様に初期層の影響が現
れ, それは, パラメータの逆数と時間変数
に関して指数減衰する.  
 
（３）松山登喜夫氏は, 伝播速度が時間に依
存した線形波動方程式の解の L^p-Ｌ^q 評
価式を導出した. ここで伝播速度の時間に
関する regularity は局所 Lipschitz 級で
ある. この係数の導関数が時間変数につい
て可積分であるものの全体のクラスを考え, 
Schauder-Tychonoff の不動点定理を用いる
ことにより さらに Kirchhoff 方程式の解に
対しても L^p-L^q 評価式を得た.  
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