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研究成果の概要：写像fは微分可能閉多様体上の微分同相写像とし，pをfのひとつの双曲型周期
点とする。本研究の目的は，pを含むfの鎖成分Cf(p)が C1-安定的擬軌道尾行性をもつとき，Cf(p)
を双曲的なホモクリニッククラスとして特徴付けることである。平成19年度，Cf(p)-芽拡大性
を仮定することによりその双曲性が証明された。平成20年度は，Cf(p)-芽拡大性の仮定を取り
除くことに挑戦した。つい最近，報告者の研究成果にLiao理論を応用することにより，北京大
学のグループが C1-安定的擬軌道尾行性をもつ鎖成分Cf(p)の双曲性の証明に成功した。 
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１．研究開始当初の背景 

Anosov-Bowen による導入以来，擬軌道尾行
性(shadowing property）の概念は力学系理
論の研究において様々な場面で現れ，力学系
の定性的理論の研究において常に重要な役
割を担ってきた。近年，擬軌道尾行性理論の
発展には特に目覚しいものがあり，力学系の
数値計算的研究の基盤を固めるだけでなく，
多くの興味深い定性論的研究結果も生み出
されている。 

力学系を数値計算的手法によって研究す
る場合，コンピュータにより計算された力学
系の軌道には（一般に）四捨五入等による誤
差が含まれている。このような軌道を擬軌道

（pseudo-orbit）と呼ぶ。もし，力学系が擬
軌道尾行性（以下 SP と表す）をもてば，す
べての擬軌道はその力学系の真の軌道であ
ることが保障され，コンピュータにより計算
された力学系の軌道はその定性的性質を反
映していると言える。すなわち，力学系の数
値計算的手法による研究において精度保障
を考慮する場合，その力学系が SP をもつか
どうかが非常に重要かつ基本的な問題とな
る。 
一般に微分可能多様体 M上すべての力学系

（微分同相写像）が SP をもつとは限らない
が，SPをもつ微分同相写像の全体は，微分同
相写像全体の空間の中で C0-位相に関し稠密

研究種目：基盤研究 (C) 

研究期間：2007 ～ 2008 

課題番号：１９５４０２０９ 

研究課題名（和文） 擬軌道尾行性による鎖成分の特徴付けに関する研究 

  

研究課題名（英文）  ON THE CHARACTERIZATION OF CHAIN COMPONENTS BY MEANS OF THE SHADOWING 

PROPERTY 

研究代表者 

酒井 一博 (SAKAI KAZUHIRO) 

宇都宮大学・教育学部・教授 

研究者番号：30205702 

        



 

 

になることが知られている。SP は，力学系の
安定性に関係する概念である。報告者は，こ
こ十数年 SP をもつ力学系の特徴付けについ
ての研究を行ってきた。M上の SPをもつ微分
同相写像全体を SP(M) で表し，その C1-位相
に関する内点集合を SP1(M)で表す。報告者は 

 
(I) SP1(M) = 双曲性（Axiom A + 強横断性

条件） 
 
と特徴付けした。すなわち系 fが SP1(M)の要
素であることと，f が構造安定性を満たすこ
とは同値である。 

擬軌道尾行性理論における最も基本的な
研究対象は，力学系 f の鎖回帰集合（chain 
recurrent set）と呼ばれる f-不変閉部分集
合 R(f)である（非遊走集合Ω(f)は R(f)の部
分集合である）。M の点 x から点 yへ，任意に
誤差の小さい f の擬軌道が存在するとき，x 
～f yと書く。R(f)は，x～f x を満たす点 xの
全体である。鎖回帰集合への制限 f|R(f)が SP
をもつ微分同相写像全体の C1-位相に関する
内点集合を SP1|R(M)で表せば 

 
(II) SP1|R(M) = Ω-安定な力学系（Axiom A 

+ no-cycle） 
 

として特徴付けされる。 
Smale による微分幾何学的力学系理論は，

双曲性と構造安定性という 2つの概念を基礎
として研究が開始され，「構造安定性と双曲
性は同値」という Palis-Smale による Cr-構
造安定性予想解決へ向けての研究が同理論
の発展に大きな役割を果たした。C1-構造安定
性予想は 1987年に Mane により解決され，そ
の後 Hayashi-Aoki-Wen らによって一般化さ
れた形の C1-構造安定予想も証明された。上
記 2つの結果は，これらの成果の応用である。 

力学系 f の双曲型周期点 p の安定多様体 
Ws(p)と不安定多様体 Wu(p)の交点は，p のホ
モクリニック点と呼ばれている。横断的に交
わる pのホモクリニック点全体の閉包を pの
ホモクリニッククラス（homoclinic class）
といい Hf(p)で表す。よく知られているホー
スシューも（ある双曲型不動点の）ホモクリ
ニッククラスである。ホモクリニッククラス
は，力学系理論における基本的かつ最小な意
味ある研究対象と言える。実際，その非遊走
集合が有限個のホモクリニッククラスに分
解されるような力学系は，力学系の全体の空
間の中で C1-位相に関し一般的（C1-generic）
であることが示されている。 

関係～f は R(f)上の同値関係であり，それ
による同値類は鎖成分（chain component）
と呼ばれている。鎖成分はホモクリニックク
ラスの一般化であり，擬軌道尾行性理論にお
ける基本的かつ最小な意味ある研究対象（f-

不変閉部分集合）である。擬軌道尾行性のも
とで鎖成分を特徴付けることは大変興味深
い問題である。 
 
２．研究の目的 
微分可能閉多様体 M上の微分同相写像 fの，

ひとつの双曲的周期点を pとする。本研究で
は，上記(I)，(II)の研究成果を踏まえ，M上
の微分同相写像 fの双曲型周期点 pを含む鎖
成分 Cf(p)を，SPに関する C1-位相についての
（自然な）安定性のもとで微分力学系理論の
視点から特徴付けを行うことを目的とした。
具体的には，周期点 p を含む鎖成分を Cf(p)
とする。このとき C1-安定的擬軌道尾行性を
もつ鎖成分 Cf(p)は，双曲的なホモクリニッ
ククラス Hf(p)であることの証明である。 
最近は構造安定性理論を基礎にコンピュ

ータ支援による力学系の分岐についての研
究（分岐理論）が盛んに行われ，その研究成
果はカオスの研究等，工学を含む様々な分野
で応用されつつある。分岐理論は（構造安定
でない）力学系の 1-パラメーター族において 
Cr-位相（一般に r は十分大）の下でパラメー
ターと共にその軌道構造がどの様に変化す
るかを調べる理論で，カオス現象を数学の立
場で説明するためにはその研究が不可欠で
あることがわかってきている。 
コンピュータ支援による分岐現象の研究

では，鎖成分における分岐現象の解明が中心
となる。擬軌道尾行性をもつ力学系は，ある
程度一般的なクラスであるので，本研究によ
り得られる結果や研究方法は，「分岐現象解
明に向けての一般論的研究」において基本的
役割を果たすことが期待できる。また，我々
の研究目的が達成されれば（数学の立場で
の）カオスの研究にも大きく貢献できる。 
 
３．研究の方法 
(1)平成 19年度：まず，鎖成分に対し，「自

然な擬軌道尾行性 C1-開条件」を定義した。 
Diff(M)を多様体 M 上の微分同相写像全体と
し C1-位相を導入する。力学系 f ∊ Diff(M)
から鎖回帰集合 R(f)への対応は，Hausdorff-
距離に関し上半連続であることが知られて
いる。すなわち R(f)の任意の近傍 U に対し，
δ>0が存在してρ1(f，g)<δならば，R(g) ⊂ 
U が成り立つ（ρ1は C1-位相と同値な距離）。
そこで R(f)が C1-安定的擬軌道尾行性をもつ
ことを，極自然に「C1-位相に関し f に近い任
意の g ∊ Diff(M)に対し，g|R(g)は SP をもつこ
と」と定義される。R(f)が C1-安定的擬軌道
尾行性をもてば，C1-位相に関し fに近い任意
の g に対して，g の全ての周期点が双曲型で
あることが示され，林の結果より R(f)=Ω(f)
は双曲的であることが証明される（逆も成立
する）。 

今，Cfを f の 1 つの鎖成分とする。もし，



 

 

C1-位相に関し f に近い任意の g に対し，gの
鎖成分 Cg が一意的に存在すれば，Cf に対し
ても C1-安定的擬軌道尾行性の定義が可能で
ある。さらに，その対応 f→Cf が上半連続で
あれば，鎖回帰集合の場合とほとんど同様に
して Cfの双曲性が証明される。しかし，鎖成
分については Cg の存在の一意性は期待でき
ない。実際，Newhouse 現象のように，一般
に fを摂動した場合 Cfは無限個の鎖成分に細
分されてしまう。そこで本研究では，双曲型
周期点を含む鎖成分を研究対象とした。 

まず，点 p を f の双曲型周期点とすると，
Hartman 定理より C1-位相に関し f に近い任
意の gに対し（pの近くに）双曲型周期点 pg 
が一意的に存在する。そして，双曲型周期点
p を含む鎖成分 Cf(p)が C1-安定的擬軌道尾行
性をもつことを，「C1-位相に関し f に近い任
意の g に対し，g の Cg(pg)における制限は SP
をもつこと」と定義した。ただし，Cg(pg)は
pgを含む gの鎖成分である。次に，C1-安定的
擬軌道尾行性をもつ Cf(p)を，双曲的な Hf(p)
として特徴付けを推進した。証明に向けての
ステップは以下の通り（Mane により開発され
た，双曲性を示すための一連の方法を踏襲し
た）。具体的には，C1-安定的擬軌道尾行性の
仮定のもと，次の手順で研究を進めた。 

 
① Cf(p)上の接ベクトルバンドルにおける

占有的分割（dominated splitting）の
存在を証明， 

 
② Cf(p)の任意の双曲型周期点の安定な固

有空間の次元は一定であることを証明， 
 
③ Cf(p)の双曲型周期点についてのある種

の一様双曲性を証明，そして最後に 
 
④ Cf(p) の双曲性を証明する。 
 
以下，ステップごとの進捗と本研究におけ

る（平成 19 年度時点での）課題について説
明する。Cf(p) は C1-安定的擬軌道尾行性をも
つとする。 

 
①：報告者は，任意の f ∊ SP1(M) に対し，

任意の双曲型周期点の安定多様体・不安定多
様体は横断的に交わることを示した。この証
明方法を改良することにより，双曲型周期点
p のホモクリニック点も横断的であることが
証明される。 

Hf(p) ⊂ Cf(p) は定義から，そして逆の包
含関係は，任意の x ∊ Cf(p)に対し，x～f p で
あることより，SPを用いて証明される。pの
ホモクリニック点 x における安定多様体 
Ws(x)，不安定多様体 Wu(x)の接平面は Cf(p)
上の占有的分解の候補である。これらのなす
角度が下からバウンドされることがわかり，

占有的分解の存在が証明される。 
 
②：SPより，任意の双曲型周期点 q ∊ Cf(p)

に対し，Ws(u)(p)∩Wu(s)(q)≠φがわかる。もし，
q の安定な固有空間の次元が p のそれと異な
るとすると，いずれか一方の交点は非横断的
となる。この事実に報告者の研究(I)におい
て開発した技法を応用し，C1-安定的擬軌道尾
行性に矛盾することが証明される。 
 
③：周期点の双曲性が一様でないとすると，

絶対値が（いくらでも）1 に近い固有値λを
もつ双曲型周期点 q ∊ Cf(p)が存在する。SP
より Ws(u)(p)と Wu(s)(q)は横断的に交わること
がわかる。|λ| ≑ 1より，この横断的交わり
を保存したまま f を摂動して，正規双曲的
（normally hyperbolic）g-不変曲線 I（また
は g-不変サークル C ）を構成することがで
きる。特に，g|I =identity（または g|C = 
rotation）となる。 
Ws(u)(pg,g)∩Wu(s)(qg,g)≠φより，I（また

は C ）は Cg(pg)に含まれ，更に正規双曲性よ
り g|I（または g|C ）は SP をもつことがわか
る。一方，identity や rotation 写像は SPを
もたないことが知られていて，矛盾が導かれ
る。 
以上より，①，②そして③の証明はすでに

完了しており，平成 19 年度当初時点での本
研究の課題は④であった。 
 
④：Cf(p)のすべての周期点が双曲型である

ことが証明できれば，①，②，③より Cf(p) の
双曲性が従う。周期点の双曲性の証明におい
て我々が直面する最も困難な問題は，以下の
条件(★)の証明であった。 
今，周期点 q ∊ Cf(p)は双曲的とは限らな

いとする。もし，条件： 
 
(★) p の近傍における f の任意の摂動 C1-

位相 g に対し，常に Ws(q,g)∩
Wu(pg,g)≠φかつ Wu(q,g)∩Ws(pg,g)
≠φとなる 

 
が成立すれば q ∊ Cg(pg)が示され，SP から q
の双曲性を導くことが可能となる。しかし，
条件(★)が成立しないと，一般に微かな摂動
g により q ∉ Cg(pg)となり，q を含む擬軌道に
g の SP が適用できない。ここで，Ws(q,g)，
Wu(q,g)は，それぞれ単なる q の（gに関する）
安定集合，不安定集合である（多様体とは限
らない）。 
以下，条件(★)をどのように証明したかに

ついて説明する。平成 19年度は，Cf(p)-芽拡
大性（germ expansivity）を仮定することに
より，条件(★)の証明を行った。方針として
は，Cf(p)上の占有的分解から構成される局所
中心安定多様体・局所中心不安定多様体等，



 

 

f-不変な局所多様体の利用である。 
Cf(p)-芽拡大性を仮定することにより，（双

曲型とは限らない）周期点 q における局所中
心安定多様体 Wcs

ε(q)，局所中心不安定多様体
Wcu

ε(q)が，「あたかも局所安定多様体，局所
不安定多様体のような性質をもつこと」が証
明された。この事実により，局所中心安定多
様体・局所中心不安定多様体は pの不安定多
様体，不安定多様体とそれぞれ横断的に交わ
り，摂動に対してもこの関係は保存され（つ
まり，条件(★)が成立し）q の双曲性の証明
ができた。 
 

(2)平成 20年度：研究の中心は Cf(p)-芽拡
大性の仮定を取り除くことであった。具体的
には，一般性についての結果と C1-安定的擬
軌道尾行性との融合を図り条件(★)の証明
に挑戦した。その証明の大まかな方針は，次
の通りである：双曲型周期点の安定多様体・
不安定多様体が互いに横断的に交わる微分
同相写像は，C1-位相に関して稠密であること
（Kupka-Smale の定理）や林氏による接続補
題を利用し，まず，(i) C1-generic な微分同
相写像 f に対し，f が C1-安定的擬軌道尾行性
をもてば，Cf(p)が双曲的であることを示す。
次に，(ii) もう一度 C1-安定的擬軌道尾行性
を利用し C1-generic の仮定を取り除く。 

 
４．研究成果 

(1) 平成 19 年度においては Cf(p)-芽拡大
性を仮定することによりその双曲性が証明
された(下記論文①, ②を参照)。 

 
(2) 平成 20 年度は，Cf(p)-芽拡大性の仮定

を取り除くため，C1-一般性の範疇の下で，あ
るいは局所極大性の概念を導入することで
Cf(p)の双曲性を証明した(下記論文③を参
照)。つい最近，報告者の下記論文②の研究
成果に Liao 理論を応用することにより，北
京大学のグループが C1-安定的擬軌道尾行性
をもつ鎖成分 Cf(p)の双曲性の証明に成功し
ている（下記論文を参照）。これにより，本
研究の目的は完全に達成された。 

 
X. Wen, S. Gan and L. Wen, C1-stably 

shadowable chain components are 
hyperbolic, J. Differential Equations 246 
(2009), 340-357. 
 
５．主な発表論文等 
（研究代表者、研究分担者及び連携研究者に
は下線） 
 
〔雑誌論文〕（計 3 件） 
① K. Sakai, C1-stably shadowable chain 
components for generic diffeomorphisms, 
Far East J. Dynam. Syst. 9 (2007), 345-350. 

② K. Sakai, C1-stably shadowable chain 
components, Ergodic Theory and Dynam. Sys. 
28 (2008), 987-1029. 
③ K. Lee, K. Moriyasu and K. Sakai, 
C1-stable shadowing diffeomorphisms, 
Discrete and Continuous Dynam. Syst. 22 
(2008), 683-697. 
 
〔学会発表〕（計３件） 
① K. Sakai, C1 stable shadowing property 
on chain components, The 7th AIMS 
Conference on Dynamical Systems and 
Differential Equations, University of 
Texas at Arlington, Texas, USA (2008. 5. 
19) 
② K. Sakai, C1-stable weak shadowing 
chain components are partially hyperbolic, 
2008 Int’l Workshop on Dynamical Systems  
and Related Topics, Chungnam National 
Univ., Daejeon, Korea (2008. 8. 20) 
③ 酒井一博, Hyperbolicity of C1-stably 
shadowable chain components, 「双曲性を
超えた位相力学系の新展開」研究集会，京都
大学数理解析研究所（平成 20年 10月 1 日） 
 
６．研究組織 
(1)研究代表者 

酒井 一博 (SAKAI KAZUHIRO) 

宇都宮大学・教育学部・教授 

研究者番号：30205702 

 
(2)研究分担者 

なし 

  
(3)連携研究者 

なし 


