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研究成果の概要（和文）：関数解析の手法に基づき、非線形偏微分方程式を抽象空間上の発展方
程式としてとらえ、変分法および半群理論を用いて最適制御問題、パラメータ同定問題、安定
化問題を考察しその解決をはかった。具体的な偏微分方程式への応用として、次の 5つのタイ
プの方程式を研究した。 

(1) 1 階非線形発展方程式      (2) 非線形波動方程式 

(3) 2 階ボルテラ型発展方程式    (4) 非局所項を持つ非線形振動方程式 

(5) 移流拡散方程式 
 
研究成果の概要（英文）：Based on the method of functional analysis, the investigator has 
formulated nonlinear partial differential equations as evolution equations in abstract 
spaces.  He has solved the related optimal control, parameter identification and 
stabilization problems by using the method of variation and the semi-group theory.  As 
applications of the results to partial differential equations, he has studied the following five 
types of equations.    
(1) First order nonlinear evolution equations. (2) Nonlinear wave equations. 
(3) Second order evolution equations of Volterra type.   
(4) Nonlinear equations of vibration with nonlocal terms. 
(5) Coupled advection-diffusion equations. 
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２００９年度 700,000 210,000 910,000 

２０１０年度  700,000 210,000 910,000 
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研究代表者の専門分野：最適制御理論、逆問題、変分法 
科研費の分科・細目：数学・大域解析学 
キーワード：最適制御、非線形発展方程式、係数逆問題、非線形波動、境界制御、連続半群、

ボルテラ型微分積分方程式、変形公式 
 
１．研究開始当初の背景 
(1) 非線形工学という新たな名称で、数理工
学に現れる複雑かつ多彩な非線形現象を数
理的に明らかにし、その挙動を制御しようと
いう工学的研究が、本課題申請時には盛んに

なりつつあった。非線形工学に現れる様々な
制御対象は、数学的モデルとして表現すると、
しばしば非線形偏微分方程式系として表現
される。特に物理工学、機械工学、化学工学、
環境工学、生物工学などの分野に現れる、非



線形振動、ナノ反応場、ドリフト拡散、数理
生体モデルは、様々なタイプの非線形発展方
程式で記述される。非線形工学における重要
な問題として、これらの非線形系に現れる現
象の解明と、その挙動を制御しようという問
題が挙げられる。これらは多く大規模の計算
機処理を伴うものであるが、その理論的な基
盤はしばしば脆弱であった。 
 
(2)非線形系の構造解析は、目覚しく進展し
てきたとは言え線形系に比較するとそれら
の研究は現在でも不十分といえる。これは、
個々の非線形系に対する基礎的な解析結果
が充分でなく、さらには制御及び観測対象と
しての定式化がなされていないというのが
主たる理由である。手法の一般性と概念の豊
かさこそが、現代の応用解析で求められるべ
きものであり、本研究では、非線形関数解析
の手法に基き、非線形偏微分方程式を抽象空
間上の非線型発展方程式としてとらえ、変分
法による立場から制御問題、安定性論、逆問
題としてのパラメータ同定問題を定式化し
たいというのが当初の研究の動機であった。 
 

(3)問題の定式化と解析手法の展開は一般的

統一的に出来たとしても、具体的な問題の解

決には各々非線形のタイプに応じた固有の

解析が必要になってくる。実際方程式系の解

の望ましい正則性を得るには、系の持つ固有

な特徴により一般論的な手法が適用できな

い場合はしばしば起こる。この事と研究手法

の違いに留意して、本研究では次の重要ステ

ップとして具体的方程式系に関する研究を

進めたようとした。 

 

２．研究の目的 

(1) 本研究では、非線形工学における基礎的
かつ重要な問題として、１で述べた非線形発
展方程式系の構造解析と関連する最適制御
問題や安定性、さらにそのモデルの妥当性を
判定する逆問題を考察することを目的とし
て研究を開始した。 

 

(2) 非線形関数解析の手法に基づき、非線形

偏微分方程式を抽象空間上の非線形発展方

程式としてとらえ、変分法による立場から制

御問題、安定性論、逆問題としてのパラメー

タ同定問題を定式化しその理論的解決をは

かろうとした。 

 

(3)(2)での定式化に基づき、非線形工学への

応用上重要な非線形偏微分方程式に的を絞

って、これらの問題を理論的に研究しようと

した。本研究では、具体的な方程式に関する

次の 5つのテーマに分けて研究を進めた。 

 

① 1 階非線形発展方程式の数値制御問題. 

量子力学やナノ反応場に現われる非線形

量子方程式の数値最適制御問題の研究。 

 

② 非線形波動方程式の制御同定問題. 

強い減衰項を持つ非線形波動方程式やク

ライン-ゴルドン方程式、非線形ビーム方

程式に現れるパラメータの同定問題と関

連する最適制御の研究。 

 

③ 2 階非線形ボルテラ型発展方程式の基礎

理論と制御同定問題.  

抽象ボルテラ型発展方程式の解の存在と

一意性および正則性の研究。長期記憶を

もつ非線形粘弾性方程式の境界制御問題

とパラメータ同定問題の研究。 

 

④ 非局所項を持つ非線形振動方程式の制御

同定問題. 

非線形キルヒホッフ型振動方程式の制御

同定問題の研究。 

 

⑤ 移流項を持つ反応拡散方程式系の境界制

御と安定化問題. 

2 層および 3 層からなる熱交換器方程式

系やプラグ-フロー移流拡散方程式系に

対する、境界可制御性、可観測性および

境界入力による安定化問題の研究。加え

て移流項についての逆問題の研究。 

 

３．研究の方法 

(1) 本研究での制御理論、安定性論及び同定

問題の定式化は、変分法に基づく広範な非線

形方程式系に適用可能な定式化になってい

る。またこの定式化は、抽象理論からの応用

をより容易にするという特色をもつ。近年の

非線形解析学の発展により、強い非線形性を

持つ方程式に適用できる手法や、作用素論に

基づく抽象的手法が開発されつつある。本研

究では、古典的解析方法と共にそれらの新手

法を用いて非線形偏微分方程式の最適制御

理論と同定問題の解決を図ろうとした。 

 

(2) ２階非線形発展方程式のパラメータ同

定問題について、その抽象的枠組みを構成す

る。作用素と非線形項にパラメータを含むと

して、非線形特性についての適切な仮定の下

で、方程式の解を構成し、パラメータ空間か

ら解空間への解写像の連続性とガトー微分

可能性を導く。さらにそのガトー微分を特徴

づける変分方程式を求める。ここでのパラメ

ータ同定問題を、非凸な一般的コストに対す



る最小化問題として定式化し、最適パラメー

タの存在と一意性を示す。さらに変分方程式

を用いて、最適パラメータの満たすべき必要

条件を導く。またガトー微分のパラメータに

関する連続性は、最適解の鋭敏性の検証に用

いる。加えてどのような場合に、フレシェ微

分可能性が従うかを調べる。 

 

(3) 解の一意性のいえない非線形方程式系

に対する、状態拘束条件付きの最適制御問題

の研究を行った。ここでは、古典的な手法を

拡張し、拡大ラグランジュ乗数を使用して、

最大値原理を導びいた。この様な方法論によ

り、関連する制御同定問題を再考察できた。 

 

(4) 膜の振動方程式等の具体的半線形波動

方程式に対する最適制御の新研究を行った。

方程式の境界条件は、ノイマン型もしくは 

デレクレ型とし、制御は分布及び境界制御、

観測は速度分布及び終端値観測として、転置

法を用いる事により、2 次積分コスト問題の

一般的な解決をはかった。即ち、最適解の双

対系による特徴づけを与えた。 

 

(5) ガレルキン近似による近似同定手法と

誤差評価の開発。擬スペクトル法等を用いて

有限次元同定問題を定義し、近似コストに対

応する近似最適解の真の最適解への収束性

とそのオーダーを導こうとした。この近似手

法は、量子制御の分野に適用可能で、自由素

粒子の量子数値制御問題を考察できた。 

 

(6) 移流拡散方程式系の境界可制御性と可

観測性、および系の係数同定問題の研究を行

った。この方程式系に対し、新たな変形公式

とその変形核を構築した。変形核を用いるこ

とにより、任意の指数オーダーで収束するフ

ィードバック解を構成できる。加えて、境界

データから係数を決定するという放物型逆

問題を解決することができる。これは、ゲリ

ファント-レビタン理論の移流拡散方程式系

版と考えられる。このとき、移流項とポテン

シャル項同時の一意性はいえないが、新たな

変形公式の使用によりそれらの間の必要か

つ十分条件が見出される。その結果どちらか

一方の一意性はいえることになる。さらなる

議論を実行することにより、ボルグ型のスペ

クトル逆問題や移流項の非一意性の問題が

解決できる。この変形公式は、外力および境

界条件に非局所項を持つ 1階および 2階ボル

テラ微分積分方程式系に対しても構成され

ることが明らかになっており、今後広大な応

用が期待される。 

 
４．研究成果 
(1)未知パラメータを含む１階非線形発展方
程式のパラメータ同定問題に対し、より一般
な非線形性の仮定の下で方程式の解を構成
し、パラメータ空間から解空間への解写像の
連続性とガトー微分可能性を導いた。さらに
そのガトー微分を特徴づける変分方程式を
求めた。関連するパラメータ同定問題を定式
化し、最適パラメータの存在と一意性を示し
た。加えて最適パラメータの満たすべき必要
条件を導いた。特に線形の場合には、自由素
粒子の量子数値制御問題を考察した。すなわ
ちシュレデンガー方程式で記述される量子
系を考え、磁場と電場の無い場合の素粒子を
制御するための数値アプローチを提案した。
これは最新の研究成果であり、どのような展
開が可能になるか予測がつかない。理論物理
の方面に少なからぬインパクトを与えるの
でないかと期待している。本テーマに関して
は期間中 2編の学術論文を出版した。 
 
(2) 強い減衰項を持つ非線形波動方程式に
対し、外力や初期値に関するフレッシェ微分
可能性とその連続性を証明した。証明法は従
来と異なる田邊の手法を用いて行った。その
結果を利用して、空間パラメータ同定問題を
解決した。まづ自由系の解の正則性を明らか
にし、それに応じた形で観測のクラスと適切
な２次出力コストを設定し、最適化の手法を
用いて最適パラメータの存在と最適性の必
要条件を導いた。この結果をサイン-ゴルド
ン方程式やクライン-ゴルドン方程式に適用
することができた。しかし、クライン-ゴル
ドン方程式については、ほぼ同時期に韓国の
研究グループにより類似の結果が報告され
ており、この方程式の最適制御理論研究が盛
んになりつつあることを示している。さらに
非線形性の強い構造減衰を持つ膜の方程式
に対しても、拡散と減衰の未知定数パラメー
タ同定問題の研究を行い、最適パラメータの
存在と一意性および最適性の必要条件を導
いた。これらの結果は、工学的にも重要な応
用を持ち、近年フランスの最適制御理論研究
グループにより理論の拡張が試みられてい
る。今後のさらなる進展が期待できる。本テ
ーマに関し、期間中 5編の学術論文を出版し
た。 
 
(3) ボルテラ積分項を持つ2階の非線形発展
方程式の基礎理論を構築した。すなわち、抽
象空間上の２階非線形ボルテラ型微分積分
方程式の解の存在や外力や初期値に関する
がトー及びフレッシェ微分可能性とその連
続性を調べた。その結果を用いて関連する制
御同定問題を考察した。さらに応用として、
非線形の長期記憶を持つ粘弾性方程式を対



象として、最適制御問題とパラメータ同定問
題を研究した。議論の本質的に困難な点は、
関数パラメータに関する解のフレッシェ微
分可能性とその連続性を証明する事にある。
その繁雑かつ困難な証明を実行することに
より、最適解の必要条件を求めた。最適制御
の分野においては、積分項を持つ制御方程式
系への初めての成果と考えられる。今後の研
究の基礎として重要な意味を持つと判断で
きる。アメリカおよび中国、韓国の研究者か
らの文献引用があり、発展の望まれる研究課
題と思われる。本テーマに関しては期間中 3
編の学術論文を出版した。 
 
(4) 非線形キルヒホッフ型振動方程式の最
適制御問題を研究した。この方程式は、ラプ
ラシアンの前に非局所積分項を含むもので
あり、塑性をもつ弦の運動方程式を記述して
いる。この方程式に対し、制御項は外力によ
るものとし、観測は全空間における終端値観
測および分布速度観測と仮定する。最適解の
存在とその最適性の条件を求めることが目
的であるが、そのためには解の制御項に関す
る変分を取らねばならない。その際、フレッ
ドホルム積分項を適切に評価するため、解の
より強い正則性が必要となり、それを初期条
件の強い正則性条件に反映させた。これによ
り、最適解の必要性条件を求めることができ
た。国内外において、この方程式の制御問題
の研究は殆どなく類をみないものである。こ
の分野の研究は、まさに始まったばかりとい
える。本研究成果は、非線形最適制御理論の
研究者に大きなインパクトを与えたと考え
られる。本研究は、本テーマに関し、期間中
2編の学術論文を出版した。 
 
(5) 様々なタイプの移流拡散方程式系に対
して、境界可制御性、可観測性および境界入
力による安定化問題を研究した。系から構成
される相空間上の境界制御系を適切に定義
することにより、境界可制御性や可観測性の
ための必要十分条件を求めた。2 層からなる
拡散の影響を考慮した熱交換器方程式系や
プラグ-フロー移流拡散方程式系に対し、境
界制御安定化問題を解決した。さらに 3層流
拡散型熱交換器系の境界制御問題に対して
も、適切な意味での境界制御系を構成し、そ
の枠内で境界可制御性の問題を肯定的に解
決した。加えて境界入力をもつ結合された移
流拡散方程式系の安定化の問題を考察した。
この成果は国際学会で発表され、講演終了後
に活発な研究討論が行われた。その結果、作
用素論を用いる数学的側面からの研究が可
能であることを発見したのは大きな収穫で
あった。本テーマに関し、期間中 5編の学術
論文を出版した。この研究はさらに多層から
なる反応拡散系に拡張され、様々な方向に研

究が進んでいる。 
 
(6) (5) のテーマの研究を進めるなかで、ア
メリカのシステム理論研究者の最近の研究
に触発され、報告者は非局所項を持つ移流拡
散方程式系の研究の重要性に気がついた。か
れらの議論の根本は逆問題における、いわゆ
る変形公式を用いることにある。そのアイデ
アをより広汎に拡張することにより、様々な
タイプの非局所項を持つ偏微分方程式系の
境界制御による安定化問題を解決すること
が可能となる。また変形公式自体を拡張する
ことにより、移流項に関する逆問題を考察し
一意性のための十分条件を導いた。加えて、
積分境界条件をもつ拡散系に対して任意指
数の指数安定性をもつ系に変換する制御則
を構成した。報告者はさらに考察を進め、変
形公式が 1階のボルテラ型偏微分積分方程式
系にも拡張でき、より広い双曲系に対して零
可制御性が成立することを確かめた。さらに
は、関連する連続半群の構造についても研究
を進めた。この研究は理論のみならず応用面
においても画期的な成果になると考えられ
る。既に日本人研究者とロシア人研究グルー
プの分厚い逆問題に関する研究成果が存在
しており、その咀嚼と制御逆問題への応用を
目指している。本テーマに関し、期間中 2編
の学術論文を出版した。 
 
(7) 本研究計画で挙げたテーマ以外の研究
も行った。具体的には障害物回避制御問題、
ファジー微分方程式の基礎理論とファジー
制御系の可制御性、および偏差分函数方程式
を考察した。これらに関し、期間中 4編の学
術論文を出版した。 
 
論文発表以外に、スペイン・カナリー諸島、
チュニジア、インドでの国際学会からも招待
講演の依頼を受け、研究成果を発表した。 
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