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研究成果の概要： 幾何学, 物理学に現れる調和写像に関するエネルギー最小化問題を研究した. 
とくに, エネルギー最急降下曲線である調和写像に対する時間発展, 調和写像流, の解の時間

大域的存在と解の滑らかさ(連続性, 微分可能性)について研究した. 調和写像の高次元版であ

るｍ調和写像について, その時間発展であるｍ調和写像流の弱解(数学的な抽象解)の時間大域

存在とその解の部分的正則性(滑らかな点とそうでない点の集合を分けること)を証明した. 滑

らかでない点周りの解の極限がｍ調和球面(ｍ次元球面から写像先の多様体へのｍ調和写像)と

なる, 特異点周りの bubbling 現象を証明した. これらは, 調和写像に対する結果のｍ調和写

像への一般化である. また, ｍ調和写像に対する自由境界問題を研究し, ｍ調和写像流の弱解

の時間大域存在とその解の部分的正則性を証明した. また, 自由境界上の特異点周りの解の極

限は, ｍ調和球(ｍ次元球から写像先の多様体へのｍ調和写像)となる, 自由境界上の

bubbling 現象を証明した. 
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１． 研究開始当初の背景 
リーマン多様体間の調和写像の正則性特異
性の問題は, 世界で主要な数理解析の課題
であり, 今だに多くの未解決問題が残され
ている. 調和写像は, エネルギー最小化問
題の解として定式化されるが, これまでは, 

エネルギーの最小化関数である調和写像の
存在, その正則性特異性が主に研究され, 
基本的な定理が証明されていた. 一方で, 
最小化関数でない一般のエネルギーレベル
の調和写像については, 具体的な例を除い
て, 一般的には今現在でさえ, その存在, 



正則性特異性はほとんど未解決のままであ
る. 本研究では, 一般のエネルギーレベル
の調和写像の存在, その正則性特異性を調
べるために, 調和写像に対する時間発展, 
調和写像流という, を利用することとした. 
これは, エネルギーの最急降下曲線を与え
るものであり, 任意の初期値から出発する
調和写像流を時間大域的に構成できれば, 
その時間無限大極限関数は(最小化関数以外
の)調和写像になることが期待される. この
ことが, 本研究の動機つけであった. また, 
調和写像の空間高次元版である m次元領域上
のｍ調和写像は, 等角変換のもとで不変で
あるというゲージ不変性をもち, とくに幾
何学的に興味がある. 本研究では, 調和写
像の高次元版であるｍ調和写像について, 
とくにその時間発展であるｍ調和写像流の
正則性と特異性について研究する. 
  
２． 研究の目的 
本研究の目的は, Euclid空間の有界領域から
境界なしの滑らかなコンパクトリーマン多
様体への調和写像のエネルギーレベルの高
い解を見つけることである. このために調
和写像の時間発展, 調和写像流, の解の時
間大域存在とその解の正則性特異性を解明
することである. 本研究では, とくに, 等
角的な空間 2次元調和写像の高次元版である
m 次元領域上の m 調和写像とその時間発展で
ある m 調和写像流を研究する. m 調和写像流
は退化放物型 2階編微分方程式で記述される
が, この非線形偏微分方程式の解の存在, 
解の正則性特異性を研究する. 
(１) m 調和写像流の特異性(解が滑らかでな
くなる性質)の解析 
① m 調和写像流の有限特異時間での挙動の
解析: 特異点周りでのエネルギー集中現象
の解析, とくに, 特異点周りでスケール変
換された解は, ｍ調和球面(ｍ次元球面から
写像先の多様体へのｍ調和写像)に収束し
(bubbling 現象), 特異点では, ｍ次元球面
のエネルギーの和の値だけエネルギーの欠
損が起こることを意味するエネルギー恒等
式の証明. これにより特異点周りでの, エ
ネルギーの量子化を証明する. 
 
② m 調和写像流の時間無限大での挙動の解
析: ｍ調和写像流の時間無限大極限は, ｍ
調和写像になる. この m調和写像に収束する
と同時にエネルギーの欠損が起こりうる. 
ｍ調和写像流のこの時間無限極限の挙動を
解析する. 有限時間の場合と同様, bubbling
現象とエネルギー恒等式, エネルギー量子
化を証明する. 
 
(２) 特異点周りでの解の挙動を特徴つける
ｍ調和球面の幾何学的性質, 等角性, につ

いて研究する. 空間 2次元の場合には, 複素
変数の方法(Cauchy-Rieman の関係式, Hopf
微分)によって, 調和球面の等角性を証明す
ることができる. 高次元の場合には, 別の
考察が必要である. 本研究では, とくに, 
写像先の多様体が３次元球面である場合に, 
３調和球面の等角性を調べる. 
 
(３) m調和写像流に対する自由境界問題の研
究. 自由境界条件を満たす m調和写像流の時
間大域解の構成とその解の正則性特異性の
解析 
① 自由境界条件を満たす m 調和写像流の解
の正則性条件の構築: ｍ調和写像流の空間
局所エネルギーの時間発展の挙動を表す単
調性評価の証明. 局所エネルギーが十分小
さいとき, 対応する局所領域上では解が滑
らかであることを意味する ε 正則性定理の
証明. 
 
②自由境界条件を満たす m調和写像流の解の
特異性の解析: 内部領域の特異点周りの挙
動は, 前述したことと同様に, ｍ調和球面
とエネルギー量子化で特徴つけられること
を証明する. とくに, 自由境界付近での特
異点周りでは m調和写像流の特異挙動がｍ調
和球(ｍ次元球から写像先の多様体へのｍ調
和写像)によって特徴つけられことを解析す
る. 
 
３．研究の方法 
(１) m調和写像流の正則性特異性がエネルギ
ーの集中, エネルギー集中現象, によって
特徴つけられことを証明する. このために, 
m 調和写像流に対する正則性評価を追及する. 
とくに, 空間局所エネルギーの時間に関す
る単調性を研究する. エネルギー密度に対
するある放物型２階偏微分不等式(Bochner
の公式)を使って, エネルギー密度にハルナ
ック不等式を証明し, これと空間局所エネ
ルギーの単調性評価を結びつけることによ
り, ε 正則性定理(局所エネルギーが十分小
さいとき, 対応する局所領域上では解が滑
らかであること)の証明を行う. 
 
(２) m調和写像流の特異性は, エネルギー集
中によって与えられ, そのエネルギーの集
中は, さらに, m 調和球面(m 次元球面から写
像先多様体への m 調和写像)のエネルギーの
有限和で与えれること意味するエネルギー
恒等式を証明する. これによって, エネル
ギー量子化について研究する. このために, 
m 調和写像流を特異点周りで時空の変数に関
してスケール変換して, その写像族のスケ
ール変数に関する極限を計算する(blow up解
析). 
 



(３) 特異点周りでの解の挙動を特徴つける
ｍ調和球面の幾何学的性質, 等角性, につ
いて研究する. とくに, 写像先の多様体が
３次元球面である場合に, ３調和球面の等
角性を調べる. ３次元球面の断面曲率がヤ
コビ行列で表されることを利用する.  
 
(４) m調和写像流の特異点付近での漸近対称
性の研究. ｍ調和写像流の特異性を詳しく
調べるために, m 調和写像流の解をスケール
変換した写像族に対して, スケール変数に
関して高次の項の収束を調べる. これは, 
要するに, m 調和写像流の解を特異点周りで
スケール変数に関してテーラー展開(漸近展
開)することに他ならない. このために, 解
の高階導関数の連続性評価を行う必要があ
る. 連続係数の評価を精密に行う. 
 
４．研究成果 
(１) m調和写像流に対する自由境界問題につ
いて, 弱解が時間大域的に存在し, この解
はエネルギー不等式を満たすことを証明し
た. さらに, この弱解は, 高々有限個の時
間を除いて滑らかであることを証明した(論
文投稿中). 当初の目的は, 特異性が高々”
有限個の点”でのみで起こることを証明す
ることを目標としていたのであるが, 本研
究期間では, “有限個の時間”まで証明でき
た. この結果は, 驚くべきものではないが, 
目標に向けての第一歩であることは認識さ
れている. 一方, 特異点の有限性の問題は, 
今だに未解決である重要な課題である. 他
方で, ｍ調和写像流の自由境界問題の時間
局所解を構成するために, m 調和写像流の線
形化放物型方程式に対する正則評価を構築
した. これは基本的評価である. 
 
(２) m調和写像流の特異性ついて. ｍ調和写
像流に対する自由境界問題について, 解の
特異点周りでのスケール極限は, m 調和球面
となること, とくに, 自由境界上の特異点
では, m 調和球(m 次元球から写像先多様体へ
の自由境界条件を満たす m 調和写像)となる
ことを証明した. これらは驚くべき結果で
はないが, 基本的結果と認識されている. 
とくに, 自由境界上の特異点での極限が m調
和球になることは, 今までに証明されてい
なかった新しい結果である. m 調和写像流の
特異性が, エネルギー量子化によって特徴
つけられこと, ｍ調和球面の等角性, さら
に, 特異点周りの漸近展開の問題は, 今後
の重要な課題である. 
 
(３) 空間２次元調和写像流(２調和写像流)
の弱解に対する正則性条件の改良. とくに, 
解の空間一階導関数の平均振動が有界であ
るならば, 弱解は滑らかであることを証明

した(雑誌論文, ①). この正則性条件は, 
調和写像流を不変にするスケール変換のも
とで不変なものであり, Soboleの埋め込み定
理が成り立つぎりぎりの条件という意味で
臨界の正則性条件である. これまでの正則
性条件を改良した点が, 国内外の関係研究
者から評価された. 今後の問題として, こ
の正則性条件を満たす時間大域解の構成が
ある. また, 高次元の m調和写像流に対して
同様な正則性条件が成り立つか否かは, 興
味ある未解決問題である. 
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