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研究成果の概要：幾何学，物理学に現れる非線形問題の解明に不可欠である非線形微分方程式

の解の漸近挙動に関する問題について，従来の微分方程式論に実関数論，力学系理論を加えた

方法による研究を行い，非線形楕円型，放物型微分方程式に対して多くの研究成果を得た．本

研究の成果には微分幾何学，トポロジー，数理生態学，最適化理論において重要な結果が含ま

れている． 
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１． 研究開始当初の背景 
 これまでの研究では山辺の問題，調和写像，

Yang-Mills 接続のような微分幾何学に現れ

る非線形楕円型の偏微分方程式について解

全体のつくる集合の研究を行ってきた．解全

体のつくる集合（モデュライ空間）において

どのような部分集合がコンパクトになるか

という問題を研究した．部分集合がコンパク

トにならない場合は解から定まる共形不変

量の密度が有限個の点に集中する現象を見

出した．この研究をさらに続けていった結果，

より一般の場合には部分集合がコンパクト

にならない場合は解のエネルギー密度が点

ではなく曲線や曲面の高次元の集合に集中

することを見出し，その集合の解析のために

はより深い実関数論のアプローチが必要で

あることに気づき本研究の動機となった．ま

た，発散する解の列を収束列に変換すること

は繰り込み群の理論の初歩的な事柄であり，

高次元の集合の付近での解の漸近挙動を調

べるためには、より深い繰り込み群の理論を

数学的に定式化した理論が必要になること

がわかったことも本研究の動機である． 
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２．研究の目的 
非線形微分方程式の研究においてその解が

具体的に記述できることは稀である．よって，

解の存在を示しただけでは不十分であり，

様々な応用を考えるには解の性質に関する研

究が不可欠である．本研究では，物理学，幾

何学に現われる非線形微分方程式を対象に，

解の漸近挙動に関して，次の５つの問題の解

明を目的とする． 
(1) 時間変数，空間変数に対する無限遠で

の解の漸近挙動 
(2) 解の特異点の近傍での漸近挙動 
(3) 解または近似解の収束に現れる特異

極限 
(4) 繰り込み群の理論，超対称性理論の数

学的定式化とその漸近解析への応用 
(5) 上記の４つの問題に対して得られた

研究成果の応用 
 
３．研究の方法 
(1) 幾何学，物理学に現れる非線形楕円型，

放物型の偏微分方程式に対して，これまでの

偏微分方程式論，関数解析の手法を用いた研

究に実関数論、力学系理論を加えて発展させ

ることを目的として行った． 
① 数理生態学，反応・拡散および反応・ 
移流現象におけるパターン形成を記述する

非線形偏微分方程式の解の漸近挙動の研究

を高桑と倉田により調和解析，ポテンシャル

論を用いて行なった． 
② 平田は，非線形放物型方程式を無限 
次元空間の力学系として記述することを行

ない，カオス現象解析の視点の下で力学系理

論を用いた解の解析を行った． 
③ 中内は高桑とともに，幾何学の非線 
形問題の解の特異点の近くでの漸近挙動と

解全体のつくる空間（モデュライ空間）の構

造について幾何学的測度論を用いた研究を

行なった． 
 
(2) この研究は，これまでに得られた結果の 
他の問題への応用である．高桑，倉田はこれ

までに結果が得られた微分方程式について，

指定された漸近挙動をもつ解の存在の問題

について研究を行った．平田は力学系，エル

ゴード理論の応用についての研究を行った．

中内は，幾何学の非線形問題について、これ

までに得られた解の漸近挙動に関する結果

を用いて，解のつくるモデュライ空間の構造

の解析を行なった．赤穂は本研究において繰

り込み群、超対称性理論の数学的定式化から

得られた漸近解析の手法を微分幾何，シンプ

レクティック幾何，トポロジーの問題への応

用の研究を行った． 
 
４．研究成果 

(1) p-調和写像のつくる空間の解析的性質に 

ついての研究を行った．n 次元 Riemann 多
様体 M から別の Riemann 多様体 N へ
の p-調和写像の列は p-energy が一様有界

でもコンパクトになるとは限らないことが

知られているが，p が n 未満の自然数の場

合にはコンパクト性が成り立たない場合に

障害として現れる (n-p) 次元の部分集合 S 
が rectifiable 集合（高々可算個の 1 階連続

微分可能な部分多様体の和として表せる）で

あることを示し，さらに defect measure と
呼ばれる S 上の Radon 測度が (n - p) 次
元の Hausdorff測度と rectifiable 集合を用

いて具体的に記述できることを示した．S が
有限集合の場合は defect measure はデルタ

関数の和となり，さまざまな問題について非

常に多くの結果が得られているが，S の次元

が高い場合には，本研究と同様の結果はわず

かな場合しか見つかっていない． 
 その結果の応用として p-調和写像の 1 階

微分の評価を得た．p-energy 密度を用いて

定義されるポテンシャルが一様有界である

ような p-調和写像の 1 階微分はポテンシャ

ルの上限を用いて評価できることを示した． 
 さらに，p-調和写像のつくる空間のコンパ

クト性に関係する結果として，ユークリッド

空間上の p-調和写像に対する Liouville の
定理を証明した． 
 
(2) 調和関数が満たすことが知られていた 
Carleman 型不等式を用いて平面の非有界

領 域 に おけ る 極小 曲面 や 調和 写 像の 
Dirichlet 境界値問題の解の一意性の研究を

行った． 
 

(3) 数理生態学におけるパターン形成モデル 
として有名な Gierer-Meinhardt 系で, 特に



 

 

弱い意味での飽和効果が考慮された反応拡

散方程式系において, 軸対称領域上で，いく

つも指定した有限個の点に凝縮した形状を

もつ定常解の構成に成功した. 一般の領域上

でも, シャドウ系と呼ばれる場合には, １点

に凝縮する定常解の存在はその Wei と

Winter によって 2004 年に与えられていた. 
我々の結果は Wei-Winter の結果と飽和効果

のないモデルに対する Ni-Takagi の結果

(1995)を補完するものといえる. 
 
(4) 2000 年に行った Dirichlet 第１固有値最 
適化問題の研究,2004 年に行った非線形熱伝

導問題における非線形最適化問題の研究に

続き, Dirichlet 境界条件下で, 拡散効果を持

ったロジスチックモデルにおける漁獲最適

戦略問題を提唱し, 対応する数理モデルにお

ける最適戦略解の存在, 定性的および定量的

性質の研究を行った.この問題は, ある制限

された条件を満たす捕獲戦略のうち, 魚の定

常パターンが持つエネルギーを最小にする

ような捕獲戦略は何か？を問うもので, 漁獲

量を最大にする戦略等とは異なり,魚（あるい

は魚の環境）にとって最もよい捕獲戦略を考

える問題ともいえる. 
 

(5) 非線形な力学系に特有の現象であるカオ 

ス的現象に関して，主に軌道の再帰時間分布 
の性質を通じて解析をした．主な研究成果は

以下のようなものである． 
① 非一様な双曲型力学系で，不変測度が無

限測度になる場合の再帰時間の極限分布に

ついて，滑らかな 1 次元力学系の場合につい

て解析し，再帰時間を正規化する際の適当な

方法を見出し、極限分布の形を明らかにした． 
② 無限不変測度を持つカオス的力学系の

様々な指標（相関関数の減衰オーダーなど）

と再帰時間の極限分布との関係について考

察し，不動点の周辺における振る舞い（具体

的には 1 次元モデルのｙ＝ｆ（ｘ）とｙ＝ｘ

との接触のオーダー）と極限分布の形との関

係を明らかにした． 

 

(6) 主にラグランジュはめ込みのフレアー理 

論の研究を行った．深谷-Oh-太田-小野はラグ

ランジュ部分多様体に境界値をもつ種数 0の

安定写像のモジュライ空間を用いて A 無限

大代数を構成したが，それをラグランジュは

め込みの場合まで一般化することに成功し

た． 

 

(7) 共形幾何構造の応用も含めた n-調和写 

像の研究を行った．研究の過程で共形性を特

徴づける汎関数が関連していることがわか

り，その汎関数の変分問題についての研究を

進めた．弱解の存在，monotonicity formula 
タイプの積分等式などが得られた．解の正則

性（部分正則性）については，Moser の 
iteration technique を用いるために，被積分

関数量の微分等式を導いたが，その曲率項が

非負であるという仮定のもとでも，まだ評価

できていない項が一つあり，研究が現在進行

中である． 
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