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研究成果の概要（和文）：可換微分作用素系に関連する研究を行い，その結果として次の成果が

得られた． 

(1) 階数 2 で逆 2 乗の有理関数ポテンシャルを持つ可換微分作用素対の特異直線の配置は，BC

型サザーランド模型のポテンシャル関数の停留点によって決まること． 

(2) Spin(2n,2) の離散系列ウィッターカー関数の明示公式． 

(3) 標準ウィッターカー (g,K)-加群を定義．無限小指標が generic な場合と，群が U(n,1) で

無限小指標が整の場合について，その構造を決定した． 

(4) q-超幾何関数のみたす三項間隣接関係式の導出とその応用． 

 
研究成果の概要（英文）：We studied several topics related to the systems of commutative 

differential operators. Obtained results are as follows:  

(1) The arrangement of singular lines of a pair of commutative differential operators of 

rank two with an inverse square potential function is determined by the stationary 

points of the potential function of BC-type Sutherland model.  

(2) The explicit formula of the discrete series Whittaker functions on Spin(2n,2).  

(3) The standard Whittaker (g,K)-modules are defined. Their structures are determined 

when (i) the infinitesimal character is generic, and (ii) the group is U(n,1) and the 

infinitesimal character is integral.  

(4) Three-term relations between interpolation polynomials for a BC_n-type 

hypergeometric series.  
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１．研究開始当初の背景 

 

自由度 n の量子力学的完全可積分系とは，

そのハミルトン作用素 H=P_1 を含む代数
的に独立な n 個の微分作用素 P_1,…,P_n 

の族であって，互いに可換なものが存在する
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ような量子力学模型のことである． 

このような系としてカロジェロ－モーザ
ー－サザーランド模型(CMS 模型)が知られ
ているが，これはワイル群の作用に関して不
変な微分作用素からなる． 

大島利雄と関口英子は，可換微分作用素系
の分類問題を，対象空間上の不変微分作用素
環の一般化として捉え，対称性に注目し，
P_1,…,P_n がワイル群不変性を持つ場合に，
ポテンシャル関数としてどのようなものが
許されるか，という問題を提唱し，両氏と落
合啓之により，ワイル群が古典型の場合につ
いては，ポテンシャル関数の分類と可換系 

P_1,…,P_n の明示公式が得られた． 

一方，ヴェゼロフを中心とする研究者グル
ープにより，CMS 模型の可積分性を保つ変
形理論が研究されている．彼らの結果によれ
ば，ワイル群が A 型または B 型で，一部の結
合定数が１の場合には，CMS 模型の対称性
を崩した可積分変形が存在し，変形されたル
ート系によってポテンシャル関数が記述さ
れることが知られている． 

研究代表者はこのような変形が可能とな
るための必要条件について研究を行い，CMS

模型のようにポテンシャル関数が原点を通
る超平面に沿って逆 2乗の特異性を持つ場合，
変形が可能となるのは一部の結合定数が整
数であるときに限ることを示した．また研究
代表者は，非自明な場合で最も簡単な A_2 型
の CMS 模型の変形は，既にヴェゼロフたち
が構成したもので尽くされることを示し，一
方 B_2 型の場合には，一部の結合定数が２で
あって，他の結合定数が特殊な場合には，ヴ
ェゼロフたちのものと異なる可換微分作用
素対を構成した． 

 

２． 研究の目的 

 

「背景」で述べた状況を踏まえ，本研究で
はワイル群の対称性を持たないような新た
な多変数可換微分作用素系を系統的に構成
し，分類することを最大の目標とする．その
中でも既に研究が進んでいる，逆 2 乗の特異
性を持つ場合を特に重点的に調べたい． 

可換な微分作用素がワイル群の不変性を
持つ場合であっても，ワイル群が例外型の場
合には，可換微分作用素の明示公式は得られ
ていないので，その構成も行う． 

以上の研究を行った上で，これら新たな可
換系の固有関数の構成を行うこと，およびそ
の q-類似とその固有関数系の構成という問
題についても研究を行う． 

 

３．研究の方法 

 
ワイル群不変性を仮定せずに可換微分作

用素系を調べるとき，ラックス対やダンクル

作用素といった既に知られている手法を用
いることはできない．そのため微分作用素の
交換子を精密に調べ，そこから情報を引き出
すという地道な作業が必要となる． 
そこで本研究では，まず 2変数の場合，特

に逆 2乗の特異性を持つ場合について徹底的
に調べることから始め，それをより変数の多
い場合に拡張する計画で研究を始めた． 
ポテンシャル関数が必ずしも特異性を持

たないような可換微分作用素系や，特異性を
持つが結合定数が大きい場合については，思
うような結果が得られなかったため，可換で
はないが，それに近い微分作用素系の研究を
行った．具体的には，離散系列ウィッターカ
ー関数を，ディラック作用素を用いて特徴付
けることを行った．またこの研究を発展させ，
標準ウィッターカー (g,K)-加群を定義し，
それをディラック作用素と行列式型中心元
を用いて特徴付ける研究を行った． 

 
 
４．研究成果 
 
 階数 2で逆 2乗の有理関数ポテンシャルを
持つ可換微分作用素対の特異直線の数が 5以
上の場合に，特異直線の配置と可換微分作用
素対の構成について考察を行った．その結果，
結合定数がある特定の値である場合の特異
直線配置を決定するには，BC 型サザーランド
模型のポテンシャル関数の停留点を求める
ことが必要であることがわかり，さらにペレ
ロモフの結果を用いれば，その停留点はヤコ
ビ多項式の零点として表されることがわか
った．しかし階数 2 の有理関数ポテンシャル
の場合には，ベレスト－ルーチェンコとチャ
リヒ－フェイギン－ヴェゼロフによる研究
があり，本研究の結果は彼らの結果に含まれ
ることがわかった． 
次に，ポテンシャル関数が必ずしも特異性

を持たないような可換微分作用素系や，特異
性を持つが結合定数が大きい場合について
考察を行ったが，これについては思うような
結果が得られなかった． 

そこで可換ではないが，それに近い微分作
用素系の研究を行った．このような微分作用
素系は，リー群の表現の行列成分を特徴付け
る微分方程式系によく現れ，表現論を用いて
典型例を構成することには意味があるであ
ろう．このような理由から，不定値スピノル
群 Spin(2n,2) の離散系列ウィッターカー
関数に関する研究を行い，この場合のウィッ
ターカー関数はホルン系と呼ばれる超幾何
偏微分方程式系によって特徴付けられるこ
とを示し，更にその解のバーンズ型積分表示
を得た． 
このウィッターカー関数の研究を発展さ

せる形で，標準的ウィッターカー (g,K)-加



群を定義し，その構造を詳しく調べた．これ
は岩沢冪単部分群のユニタリ指標から誘導
された表現空間を，自然な条件の下で細分化
したものである．この加群は主系列表現とあ
る意味で近いものであり，最高ウェイト加群
や主系列表現の組成列問題として名高いカ
ジュダン－ルスティック予想（KL予想）との
関連が期待できるため，その組成列や組成因
子の研究は表現論の問題として興味深い． 

第一の結果は，無限小指標が generic なと

きの組成列についてである．一般の実簡約型

リー群に対し，無限小指標が generic なら標

準ウィッターカー (g,K)-加群は完全可約で

あることを示した．これによって generic な

ときには，加群の構造が完全に決定できた． 

 第二の結果は，無限小指標が整のとき，つ

まり主系列表現が可約な場合に対応する標準

ウィッターカー (g,K)-加群の構造に関する

結果である．今回は不定値ユニタリ群 U(n,1) 

の場合について研究を行い，その加群の組成

列を完全に決定した．この結果によれば，標

準ウィッターカー (g,K)-加群の組成列と主

系列表現の組成列との間には類似点と相違点

が共にあり，今後他の一般の群の場合へ研究

を広げる際の礎ができたと考えている．また

今回の結果を詳細に分析して一般化させるこ

とにより，標準ウィッターカー (g,K)-加群の

観点を取り込んだ形で KL 予想の理論を発展

させることや，逆にKL 予想の研究で培われた

手法を標準ウィッターカー (g,K)-加群の研

究に応用することが期待できる． 

連携研究者（当初は研究分担者）伊藤は，

可換微分作用素系に関連した研究として，

BC_n型ジャクソン積分に付随するホロノミッ

ク q-差分方程式系に関して，それに付随する

ロンスキー型行列式そのものが q-ガンマ関

数の積で表示できることを示した．また，G_2

型マクドナルド多項式を固有関数にもつ可換 

q-差分作用素を具体的に構成した．また，BC_n 

型 q-超幾何関数が満たす三項間隣接関係式

を導出することで，その超幾何関数が満たす

連立一階 q-差分方程式系の具体形を明らか

にした．その応用として，グスタフソンによ

る q-超幾何積分の無限積表示に対して別証

明を与えた． 
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