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研究成果の概要： 

結晶はミクロな構造異方性をもつために，特定の方位の結晶面がマクロな結晶外形を形づく

る。ゆっくりと成長または融解する結晶では一般的に、成長形は成長速度の遅い方位の面によ

って、融解形は融解速度の速い面によって囲まれる。このような成長形と融解形の違いを明確

にするために、氷円盤結晶側面の二回対称系を用いて実験観察を行い、それらの間の非対称性

を明らかにした。氷結晶の成長と融解の素過程を考慮した界面律速モデルに基づくシミュレー

ションを行い、観測した成長形と融解形の非対称変化を定性的に説明する。 
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１． 研究開始当初の背景 
物質の 2 相を隔てる相境界(界面)がどのよ

うに動き、どのような形状をとるか、という

界面ダイナミクスの問題は非平衡系に共通

する研究課題である。その対象は結晶界面の

ほかに、磁区、液晶界面、化学反応系、熱対

流系、宇宙の大規模構造等々、自然界に幅広

く見られる。界面運動を記述する方程式は一

般に非線形偏微分方程式になり、厳密解が得

られることはほとんどない。それを数理解析

する応用数学の分野にも関係が及ぶ。学際的

で多様な界面ダイナミクスの研究にあって、

結晶のパターン形成の分野は古くから活発

に研究が行われてきた。 
結晶とその周りの環境相を隔てる界面は、

非平衡下では熱力学的駆動力のもとで一定

の運動法則にしたがって動く。微小界面を重

ねあわせると巨視的な結晶の外形が定まる。
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例えば、平面(ファセット)と曲面からなる初

期結晶は、小さい駆動力でゆっくりと成長を

始めると、曲面は速く伸びるために先細りに

なり、やがて消失するため、成長の遅いファ

セットで囲まれた多面体として定常的に大

きくなる。この曲面消失の過渡現象および多

面体定常成長は、以下で述べる「界面律速」

線形理論で理解される。一方、大きな駆動力

が働く熱平衡から十分に離れた条件下では、

複雑多様な樹枝状成長が起こる。雪の結晶や

フラクタルはこれに当たり、物質・潜熱の環

境相中での拡散が支配する非線形現象であ

る。このようなパターン形成の機構を理解す

るためには、界面での分子凝縮の素過程と環

境相での拡散過程を数理モデル化(数理解析)
し、精度の高い観測(実験)と対応させ、定量

的に調べることが重要になる。 
私たちが着目してきたのは、界面の運動法

則が界面自身の局所的性質のみにより決定

され、界面の外の部分(非局所拡散場)によら

ない「界面律速」モデルで理解できる結晶成

長である。特に、界面構造の異方性のみが界

面の運動を決定する場合には、界面の発展方

程式は 1 階の線形微分方程式になり、その解

は容易に求められる。界面の法線成長速度関

数として、さまざまな非等方関数形を与える

と、多様な成長パターン解が得られる。この

モデルは熱平衡に近いところでゆっくり成

長する実験系に適用できることを、私たちは

次の先駆的研究で明らかにしてきた。 
離散的ファセットとその間を滑らかにつ

なぐ曲面をもつ CCl4初期結晶を、基板に沿っ

てゆっくりと成長させると、曲面は消え

{100}ファセットで囲まれる定常形に落ち着

く。この過渡現象において、曲面は平均曲率

が時間とともに減少しながら成長し消滅す

ること、および曲率の不連続点がファセット

の端に出現することを見出した。そしてこれ

らの現象を界面律速モデルで説明すること

に成功した。4 回対称の CCl4 結晶に加え、6
回対称の氷結晶にも同様の現象が起こるこ

とを確認した。さらに融解現象にも観測を広

げたところ、氷六角板結晶で成長と融解の間

に非対称なパターン形成が起こることを発

見し、界面律速モデルで統一的に理解できる

ことがわかってきた。 

２．研究の目的 
雪の結晶や水晶など自然界で形成される

見事な結晶の形は、結晶のもつ原子レベルで

の構造異方性が巨視的な結晶外形に反映さ

れたものである。等方的な構造の液体の形は、

丸く単純であるのに対して、結晶の形には対

称性と多様性が現れる。 
結晶の形を考える際には、結晶とその回り

の環境相が熱力学的平衡状態にあるときの

形(平衡形)と、非平衡状態にあって成長しつ

つある形(成長形)または蒸発・融解しつつあ

る形(蒸発形・融解形)を区別する必要がある。

平衡形は、一定体積のもとで表面自由エネル

ギーを最小にする形として定まり、表面自由

エネルギー密度の低い結晶面で囲まれる多

面体になる。物質の温度や圧力などの熱力学

パラメータが定まると、平衡形は一つに決ま

る。平衡形は熱力学、統計力学を用いて理論

的に詳しく研究されているが、実験的に観察

するのは簡単ではない。 
一方、過飽和、過冷却といった非平衡状態

で成長する結晶は、結晶面の成長速度の異方

性によってその形が決まる。成長速度の速い

面は次第に先細りになるため、成長速度の遅

い面が広く占める多面体になる。ただし、結

晶表面のどの部分も突出することがなく、コ

ンパクトな形で成長する場合であり、これは

熱平衡に近い条件下でゆっくりと成長する

場合にあたる。熱平衡からかけ離れた条件下

では、樹枝成長のように、表面の一部が突出

すると、このような速い方位が一方的に伸び、

結晶の対称性を維持しつつ、枝を張った複雑

な形になる。 
この研究では熱平衡に近い条件下で結晶

がゆっくり成長・融解する場合に焦点をあて

る。このとき成長形は成長速度の遅い方位の

平面によって、融解形は逆に融解速度の速い

面によって最終的に囲まれる、という一般法

則に従って結晶外形は定まる。両者は違った

形になることが予測されるが、その関係をき

ちんと調べた研究はほとんどない。そこで、

高圧力下の水の中でゆっくりと二次元成

長・融解する氷結晶を用いて成長形と融解形

の関係を実験的に明確にし、二次元界面律速

モデルを用いてその関係を説明する。 
  



 

 

３． 研究の方法 
（１）氷円盤結晶 

0℃ 直下の過冷却水の中でゆっくり成長

する氷の単結晶は、2 枚の平行な基底面と丸

い側面からなる円盤状の外形を示すことが

ロシア人の観察で戦前から知られていた。中

谷宇吉郎のグループはこの円盤結晶に注目

し、円形から樹枝への形態不安定性について

先駆的な研究を行った（図１）。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
高圧力下においても氷結晶は、-16℃以上の

温度では円盤状の形を示すので、実験しやす

い圧力容器中で円盤結晶を成長・融解させる。

ここでは円盤結晶の側面の形に注目し、その

二次元成長形と融解形の時間発展を研究す

る（後述する図２参照）。 
（２）実験観測 
対向型アンビルを用いて氷/水の系に圧力

を加えた条件下で観測を行った。加圧アンビ

ルおよび観察窓として、無色透明なサファイ

アを用いた。厚さ 0.5mm の白金板にあけた直

径 0.9mm の穴に水を入れ、2 個のアンビルの

平行平面でサンドイッチ状に押さえつける。

一方のアンビルを固定して、他方をねじで押

し付け、系に高圧力を発生させる。水を凍ら

せるとき、アンビル容器全体を低温槽に浸す

か、液体窒素で冷却する。この系では融点よ

り約 20℃過冷却になって凍結する。凍結後、

アンビル容器をゆっくり加熱すると、この多

結晶氷は粒界から優先的に融け始め、水の中

にバラバラに分散する。そのうちで最大サイ

ズの氷を一個だけ水の中に残し、他はすべて

融解させる。こうして準備した単結晶を成

長・融解させるときは、低温槽の温度を一定

の速度で下げるか上げる、または低温槽を一

定温度に保ち、サファイアの回りに巻いたヒ

ーターを使って融解・成長を制御する。 
円盤結晶を a 軸方向から見た二次元形を観

測するため、次のようにして c 軸方向をサフ

ァイア基板に沿って水平にした。水を凍結さ

せるとき、室温に置いたアンビル容器の下部

だけを液体窒素に浸し下方から冷却するこ

とで、容器の上下方向に強い温度勾配をつけ

る。水が凍結するとき、核形成した氷は低い

温度の下部サファイアに向けて伸びるので、

氷は成長しやすい a 軸方向が鉛直を向いた単

結晶成分からなる多結晶体になる。すなわち、

各単結晶は c 軸がほぼ水平を向いて下部サフ

ァイア表面に強く付着する。これを上記のよ

うに、一個の単結晶を下部サファイア基板の

上に残し、観測に使用する。サファイア基板

に沿って二次元成長させるときは、セルの下

部のみを液体窒素に浸し冷却する。液体窒素

が自然蒸発すると温度が上がり融解する。 
（３）界面律速モデル計算 
曲面を構成する微小界面を法線方向で表

現し、それが x 軸となす角度(方位角)をθとす

る。界面θの法線方向への成長速度V が与え

られると、その移動速度 tr ∂∂ /r は次のように

決まる。 

t
t
VnV

t
r rr
r

∂
∂

+=
∂
∂

θ      (1) 

ここで、 ),( tr θr は時刻 t での界面θの位置ベ

クトルで、 nrは法線単位ベクトル、 t
r
は接線

単位ベクトルである。 
  式(1)は界面θを質点とみなすと、その運動

方程式に相当する。右辺第 1 項は界面の法線

方向の速度、第 2 項は接線方向の速度を表わ

し、それらの合成速度が界面θの移動速度に

なる。また、V がθのみの関数のとき、

=∂∂ tr /r 一定となり界面θは等速度運動を行

うので、その軌跡は直線になる。このように

成長速度V のθ依存性を決めることができる

と、式(1)よりすべての微小界面の軌跡を求め

ることができるので、成長形の時間発展を知

ること可能になる。同様に、法線融解速度

 
図１ 0℃直下の温度の水面で成長している氷結

晶。円盤結晶 A とそれの側面が見える結晶 C。

円盤は、更に大きくなると不安定になり、B の

ように六花状に枝が伸びはじめる。 



 

 

)(θV− が与えられると、融解形の時間発展

が計算できる。 
 
４．研究成果 
（１）実験結果 
図２に示すように、初期形として楕円形を

与え、これをゆっくり成長・融解させると、

上下 2 枚のファセット(巨視的平面)はピン止

めされた状態で、左右の曲面だけが前進・後

退する。小さい駆動力のもとではファセット

は不動であり、曲面のみが運動する。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
これは分子レベルで平らなファセットは

成長・融解しにくいのに対して、分子階段状

の曲面は小さな駆動力でも簡単に動くこと

ができるためである。成長過程では、ファセ

ット端にある微斜面が消滅し、曲面中央のラ

フ面が広がる。その際、ファセット端に曲率

の不連続点が形成され、微斜面が時間ととも

に不連続点に吸収される。ラフ方位は平均曲

率が減少しながら伸び、ファセットが大きく

発達する（図２d）。こうして 3 次元形の場合

には、薄い円盤になることがわかる。一方融

解過程では、ファセット端に微斜面が広く張

り出してくる。ラフ面の平均曲率は融解とと

もに増加する。融解形は楕円形を経て、ほぼ

相似的に縮小する。このように成長と融解で

は、微斜面とラフ面の発達過程およびラフ面

の曲率発展が逆になることがわかる。 
（２）理論計算 
ここでは、ピン止めされたファセット方位

から速いラフ方位に対して、速度の異方性を

次式で与えた。 
θθθ 2coscos2)( −=±V        (2) 

これを極座標表示した極図形を図３に示す。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
速度関数は二回対称であり、 °±= 90θ で内

側に尖った最小点をもち、特異点になる。こ

れがファセット方位で 0=V である。

°°= 180,0θ が最もラフな方位で成長・融解

の速さが最大である。この速度関数を用いて、

2 枚の平行なファセットとそれらをつなぐ半

円を初期形として、成長形と融解形の時間発

展を計算した。界面θは 1°間隔でプロットし、

時間は 6.0,4.0,2.0=t で計算した。界面の運

動軌跡を見るために、 °= 50θ の場合を追跡

した(実線)。その軌跡は直線になるが、成長

過程ではファセット端に向かい、融解過程で

は曲面先端へ向け移動する。このような界面

の非対称な運動が次のような成長形と融解

形の非対称を生む。成長形については、時間

とともに °±= 90θ 付近の微斜面はファセッ

ト端に集まり、そこで曲率の不連続点を形成

する。 °= 0θ 付近のラフ面は曲面先端を広く

支配するようになり、その平均曲率は次第に

減少する。一方、融解形においては、微斜面

がファセット端に大きく張り出してくる。ラ

フ面は曲面の先端に集まり、その平均曲率は

時間とともに増加する。このように定性的で

はあるが、成長形と融解形のモデル計算は観

測結果をよく再現することがわかる。 
（３）まとめ 
氷と CCl4 は異なる物質および異なる対称

性(六方結晶と立方結晶)にもかかわらず、成

長形の時間発展において共通の法則を示す。

CCl4は本研究以前のデータであるが、氷で見
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図２ 氷結晶の成長過程 a-d とそれに続く融解過程

e-h。結晶の c 軸は紙面内上下方向を向き、氷はサ

ファイア基板に沿って二次元的に成長・融解する。
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図３ 速度関数の極図形と界面の時間発展計算。速

度関数±V(θ)はファセット方位θ = ± 90°で内側

に鋭く尖る。理論計算は、平行な 2 枚のファセット

とそれらをつなぐ半径 1 の半円（黒線）から出発し、

成長形（青線）と融解形（赤線）の時間発展を求め

た。θ = 50°の界面の軌跡を示す。 



 

 

出した曲面の低曲率化、ファセット端に曲率

の不連続点の発生と微斜面の消滅（ファセッ

ト化）の現象は同様に観測された。一方、融

解形の時間発展は、氷円盤結晶の側面形にお

いて、成長形とは逆に、曲面の高曲率化、微

斜面の発達（ファセットの消滅）が起こる。 
結晶という言葉からはダイアモンドや水

晶のような多面体を思い起こすが、これは一

般にファセットで囲まれた成長形に相当す

る。成長形は図３に示したように、成長速度

が内向きに尖った最小点(特異点)の方位の巨

視的平面(ファセット)で囲まれる。このよう

な特異点の存在は結晶構造の異方性に由来

し、低指数面が通常特異面になり、ファセッ

トを形成する。氷結晶では }0001{ 基底面と

}0110{ プリズム面が特異面で、それらが六角

板状を形づくる。ただし、例外的に曲面が出

現する場合もある。分子レベルで平らなファ

セットは、温度が高くなりラフになると、成

長速度が急激に増大し特異点ではなくなる

ため、ファセットが失われ、成長形に曲面が

現れる。その典型が巨視的プリズム面の消失

した円盤結晶である。 
一方、融解形では曲面がふつうになる。融

解速度の大きいラフ方位には特異点はなく

連続であるので、融解形は最もラフな方位を

中心とする連続界面からなる曲面で構成さ

れる。氷に限らず、融解形はほとんど研究対

象にならなかったが、曲面が主役を演じる別

の世界であることが明らかになった。 
なお、氷円盤結晶の「平衡形」の観測に成

功したが、解析が不十分のため，平衡形には

触れなかった。その微斜面が形づくる曲面形

状について理論的に予言されている普遍的

法則を検証することが今後の課題である。 
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