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研究成果の概要（和文）： 
近年，高橋・森によって数値積分用に提案された二重指数関数型変数変換を，Stenger 等によ
って開発された Sinc 数値計算法に組み入れることによって，高精度の数値計算法（DE-Sinc
法と呼ばれる）が得られることが分かってきた．本研究では，積分方程式，常微分方程式，
Poisson 方程式に対する DE-Sinc 法を設計し，その理論解析を与えた．また，本件と関係して，
大規模連立一次方程式の数値解法に関しても新しい高速解法を提案した． 
 
研究成果の概要（英文）： 
Recently it has turned out that, when incorporated with the double exponential 
transformation proposed by Takahasi and Mori for quadrature formulae, the Sinc 
numerical methods developed by Stenger and his colleagues, yield highly efficient 
numerical methods (which are referred to as DE-Sinc methods). We here develop the 
DE-Sinc methods for integral equations, ordinary differential equations and Poisson 
equation together with their theoretical analyses. Further, related to them, we develop a 
new fast solver for a large system of linear equations. 
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研究分野：数値解析 
科研費の分科・細目：応用物理学・工学基礎 工学基礎 
キーワード：数値計算，ＤＥ変換，Ｓｉｎｃ法，積分方程式の数値解法，常微分方程式の数値 
解法，ポアッソン方程式，連立一次方程式の数値解法，共役勾配法，クリロフ部分空間法 
 
１． 研究開始当初の背景 

数値計算技術が現在の科学技術の基盤を
なすことは論をまたないであろう．しかし， 
従来，数値計算の分野において用いられてき
た数値計算法は，主に多項式近似に基づくも
のであり，一般的に，関数が区間上で解析的
である場合には非常に有効であるが，区間の
端点に代数的特異点や対数特異点をもつ場

合には有効性を著しく欠くことが知られて
いる．これに対して，Stenger 等は，Sinc 近
似              
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および変数変換の技法を用いることによっ



て，関数が区間の端点に特異性をもっても有
効性が落ちず，誤差のオーダが exp(-c√n) 
（ここでｎは近似に用いられる標本点の個
数である）であたえられるような多くの数値
計算法を開発した（これらの数値計算法は総
称して Sinc 法と呼ばれている）．しかしなが
ら，Stenger 等は Sinc 法と結びつける変数変
換の技法としていわゆる一重指数関数型変
数変換のみしか考慮していない．一方，わが
国には，数値積分の分野において，変数変換
の技法に関する研究の伝統があり，一重指数
関数型変数変換のみならず，それ以外の変数
変換についても深い研究がなされており，特
に，1974 年，高橋秀俊・森正武によって提
案された二重指数関数型変数変換（Double 
Exponential 変換－以下略して DE 変換と記
す）は数値積分における最適な変数変換とし
て名高い．杉原（研究代表者）は，この数値
積分における DE 変換の理論を整備し，森 
（研究分担者）とともに，DE 変換を Sinc 法
に組み入れることの可能性を検討し，いくつ
かの Sinc 法において誤差のオーダが
exp(-cn/log(n))に改良されることを証明し
た（この DE 変換を組み入れた Sinc 法は DE
－Sinc 法と呼ばれている)．しかしながら，
まだ多くの Sinc 法に関しては，DE 変換を組
み入れることの可能性は未検討のままであ
る． 

 
２．研究の目的 
上記のような研究背景の下，我々は，実用
的にも意義の深い， 
(1) 積分方程式に対する Sinc 法（常微分方程
式の初期値問題は，積分方程式に帰着される
ので，これも研究対象に入る) 
(2) Poisson 方程式に対する Sinc 法 
に対して DE 変換の組み入れを検討する．  
理論，実験の両面から，アルゴリズムの有

効性（誤差のオーダ，アルゴリズムの安定性
等）を調べ，有効性の確立されたものについ
ては，汎用プログラムの形で公開する．なお，
Poisson 方程式に対する Sinc 法においては，
構造をもつが，悪条件の大規模線形方程式が
現れる．DE-Sinc 法においては，条件がさら
に悪くなると予想される．したがって，これ
を，いかに高速に，精度良く解くかが重要な
課題となる．本研究では，共役勾配法系の反
復解法（クリロフ部分空間法）の開発も視野
に入れる． 
 
３．研究の方法 
本研究は理論が重点の研究であり，研究を

進めるにあたって，文献調査，数値実験によ
る理論の確認は行うものの，他に特別な方法
は用いていない． 
 
４．研究成果 

 
DE-Sinc 法およびそれに関連する以下の成果
を得た． 
 

(1) 積分方程式の数値解法 
① 特異核を持つ第二種積分方程式に対する
DE-Sinc 数値計算法の提案とその理論誤差解
析： 弱特異核を持つ第二種積分方程式に対
する Sinc 数値計算法は，Volterra 型の場合
に Riley によって提案され，非常に高精度で
あることが数値実験を通して報告されてお
り，粗雑ではあるが誤差の理論解析も行われ
ていた．これに対して，我々は,DE 変換を用
いた Sinc 数値計算法を Fredholm 型も含む場
合に提案した．また，その理論誤差解析を厳
密な形で与えた．特に，Riley の論文におけ
る「未知関数に対する仮定やサンプリング数
の大きさに関する制限」といった不自然な仮
定を取り除いた形での収束定理を与えるこ
とに成功した． 
② 第二種積分方程式に対する Sinc数値計算
法の厳密理論誤差解析： 第二種積分方程式
に対するSinc数値計算法（Sinc-Nystroem法，
Sinc 選点法）が Rashidinia-Zarebnia（SE
変換の場合）や Muhammad et al（DE 変換の
場合）によって提案され，非常に高精度であ
ることが数値実験を通して示され，誤差の理
論解析も行われてきた．しかしながら，それ
らの理論においては (i)未知関数に対する
仮定，(ii)積分方程式を離散化して得られる
線形方程式系に関する仮定 が含まれてお
り，厳密な意味での理論解析とは言い難い面
があった．これに対して，本研究ではこれら
の仮定を必要としない厳密な誤差評価を与
えた． 
 
(2) 常微分方程式の数値解法 

①  特異摂動２点境界値問題に対する
DE-Sinc 法：特異摂動２点境界値問題に対し
て，Stenger 等によって Sinc 法が提案され，
その誤差が exp(-c√n)のオーダーであるこ
とが示されていた．本研究では，変数変換を
DE 変換に代えることによって，誤差のオーダ
ーが exp(-cn/log(n))に改良できること数値
実験を通して示した．従来の数値計算法では
解が端点特異性を持つ場合，その性能が極端
に落ちるが，本方法ではそのような性能の劣
化は起きない. 
② 常微分方程式の初期値問題に対する様々
な Sinc 数値計算法の比較検討： 常微分方
程式の初期値問題に対する Sinc 数値計算法
と し て 様 々 な も の が 提 案 さ れ た き た
（Carlson et al.，Stenger，Nurmuhammad et 
al.による)．本研究においても，新たな Sinc
数値計算法を提案し，数値実験を通して，そ
の比較検討を行った．結果，DE-Sinc 法に基
づく方法が高精度であることが検証された． 



 
 (3) 1 次元 Poisson 方程式に対する Sinc 法
の准最適性 
Poisson方程式に対するSinc数値計算法およ
び誤差解析は Stengerによって確立されてい
る．これた対して，我々は 1次元の場合では
あるが，この誤差が准最適であることを証明
した． 
 
(4) Sinc 法の基礎理論 

① DE-Sinc 関数近似法や DE 積分公式が有効
になる関数族の明確化: 従来，Sinc 数値計算
法においては，SE 変数変換を用いた方法に関
しては，その手法が有効となる関数族が
Stenger 等にとって明確にされていた．これ
に対して，DE 変換を用いた方法に関しては，
これまで明確とは言えない状況が続いてい
た.これに対して，本研究では，DE-Sinc 関数
近似法や DE 積分公式が有効，つまり，誤差
が exp(-cn/log(n))のオーダーで減衰する関
数族を明確にした.  
② Sinc-Gauss 核をもつサンプリング公式の
複素関数論に基づく誤差評価:  Sinc 数値計
算法の基礎はSinc関数近似(Sincサンプリン
グ公式)である．これに対して，最近,Sinc 関
数を Gauss関数を用いて局所化した核を用い
るサンプリング公式が Qian 等によって提案
され，帯域制限された関数族に対しては，
Fourier 解析を用いた精緻な誤差解析が与え
られていた．これに対して，我々は複素解析
を用いた誤差解析手法により，Qian 等の結果
を拡張することに成功した．近い将来，この
理論に基づいて,「Sinc 数値計算法」に替わ
る「Sinc-Gauss 数値計算法」が確立されるこ
とが期待される． 
 

(5) 大規模線形方程式の数値解法 
① 線形方程式系の数値解法 GIDR(s,L)法の
提案： 偏微分方程式に Sinc 法を適用する場
合，大規模な疎な係数行列をもつ線形方程式
系を解く必要が生じる．2008 年に，線形方程
式系の数値解法として非常に性能のよい
IDR(s)という方法が提案された，しかしなが
ら，係数行列が歪対称に近い場合には性能が
極端に落ちることも報告されていた．我々は
安定化多項式の次数を上げて，これに対処で
きる GIDR(s,L)を提案し，数々の数値実験に
よってその有効性を実証した．その後，
GIDR(s,L)の導出を，理解し易いクリロフ部
分 空 間 法 の 枠 組 み に 変 更 し ， 名 前 も
GBi-CGSTAB(s,L)法とした．下図に IDR(s)法
と GBi-CGSTAB(s,L)法との残差履歴を示す． 
GBi-CGSTAB(s,L)法の優位性が見て取れる． 
② GBi-CGSTAB(s,L) 法 の 改 良 ： 
GBi-CGSTAB(s,L)法は，s, L が大きい場合に
は偽収束(アルゴリズムが生成する残差は小
さいにも関わらず，真の残差は小さくない状

況）が起こることが分かってきた．そこで，
IDR(s)法において偽収束を防ぐ手法として
櫻井等によって提案された手法を我々の場
合に拡張し，数値実験を通して偽収束を防ぐ
ことができることを示した． 
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