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研究成果の概要： 
 区分非線形力学系の分岐解析問題を計算する数値計算アルゴリズムの開発およびその C++
による実装を完了した．このシステムを用いれば，方程式の情報を入力し，区分的な変分方程
式を与えることにより，区分非線形系の平衡点の分岐，周期解の分岐，および大域的分岐を計
算することができる． 
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研究分野：工学 
科研費の分科・細目：電気電子工学・通信・ネットワーク工学 
キーワード：非線形理論・回路 
 
１．研究開始当初の背景 
非線形常微分方程式で記述された系では，し
ばしば周期解が解として存在する．パラメー
タを変化させることによってそれらが分岐
し，準周期解やカオス解を生じる． 
状態や時刻の条件によって微分方程式のパ
ラメータや軌道が変化する力学系は，電気回
路系では，スイッチ特性を持つ素子によって
容易に構成可能である．これらは断続回路と
して長年研究されてきた．他の素子に非線形
素子を用いると，区分的に個々の非線形常微
分方程式によって定義される力学系(以下，
区分非線形系という)，つまり時刻や状態の 

条件によって方程式が異なる力学系となっ
ている．区分線形系が分岐現象を通じてカオ
スになることは従来よく知られているが，区
分非線形系(区分的に滑らかな系とも呼ばれ
る)は近年になって脚光を浴びて来た力学系
である．区分非線形系の解析には，方程式の
導関数の不連続性が影響し，摂動法，平均法
などの手法は直接的には適用できない．また，
多くの場合，解軌道も数値積分に依らざるを
得ない．上記で紹介した研究では，区分線形
関数や非線形連続関数で近似して解析が行
われるなど，極めて職人芸的な技法によって
分岐が検討されている． 



特性が可導でなければ，ポアンカレ写像に関
する特性方程式の根は，周期解の安定性に対
応した値を保持しない．われわれは自律系区
分非線形系にみられる周期軌道についてこ
の性質を見いだした．また，その問題を回避
して，分岐パラメータ値，分岐集合を計算す
るアルゴリズムを考案し，発表している. 
 
２．研究の目的 
本研究では上記アルゴリズムを一般化し，区
分非線形方程式系の解析 CAD システムの構
築を目指す．すなわち，区分非線形方程式，
断続特性，パラメータおよび状態変数を定
義・記述すれば，その系における平衡点・周
期解の分岐問題が直ちに解ける計算機構を
構築する．これまでの独自の解法を改良を加
えつつ組み入れ，また，文献等にも紹介され
ている国際標準的な手法も積極的に取り入
れる． 
研究過程で副次的に取り組まれる個々の力
学系についても研究を推進する．それらモデ
ルの提案と解析，従来の解析方法との比較を
行なう．また，応用として，区分非線形力学
系のカオス制御問題にも取り組む． 
 
３．研究の方法 
・ 区分非線形性の記述方法の検討を行い，

適切な書式表現を開発 
・ 第一第二変分方程式の記述方法の検討．

切り替え条件によっては爆発的に必要な
変分方程式が増加するため，この対処方法
の検討 

・ いくつかの代表的な区分非線形力学系へ
の本アルゴリズムの適用と問題点洗い出
し 

・ アルゴリズムの C++による実装，試験，
リリース 

 
４．研究成果 
(1) Alpazur 発振器の拡張と分岐計算 
 
Alpazur 発振器は 2 次元自律系のヒステリ
シスの入った回路であるが，これのしきい値
を増やした場合について，問題がどう複雑化
し，計算の困難性が生じるかを調べた． 
まず，しきい値が増えて切り替えられる微分
方程式が増えても，発生する周期解がどの部
分状態空間を経由してしきい値に到達し，ス
イッチングするかについては，与えられた微
分方程式に依存し，計算に必要な状態変数を，
数値積分なしにあらかじめ知ることはでき
ないことが判明した． 
Alpazur 発振器にひとつしきい値を増やす
と，部分状態空間３つを巡る周期解を構成可
能である．（ただし，それは３つめのヒステ
リシスの条件を相応に絞っている）． 
微分方程式とスイッチ切り替え特性を if 文

で記述し，変分方程式のみ入力すれば分岐曲
線をトレースできるシステムを C++によっ
て実装した．図 1 は 3 状態 Alpazur 発振器
の周期解の分岐図の一部である．第一変分方
程式の数はさほど増えないため，変分方程式
の各部分空間内の数値積分を行っている．第
二変分方程式は，状態数の２乗と部分空間数
との積の数に比例した本数を計算しなけれ
ばならず，その処理にむしろ計算時間が費や
されることになる．そこで本研究において検
討を重ねた結果，第二変分方程式の数値解に
ついては数値微分を適用することとした． 
数値微分は一般に誤差を含有しやすくなり，
こと長い期間の軌道の微分は避けるべきで
あるが，第二変分はシューティング法で二点
境界値を求めるための付属的な情報に過ぎ
ず，よってラフな値でも計算精度，性能には
影響しない．また，第一変分は特性乗数に直
接関係するため，積分で求めることが望まし
いことも分かった． 
 

 
図 1: 3-状態 Alpazur 発振器の周期解の分
岐図． 
 
この他，しきい値が折れ線で与えられた場合，
しきい値が非線形関数で与えられた場合等
についても安定して分岐計算が行えること
を確認した． 
研究成果の分岐計算パッケージはコードを
チェックした後近々公開される予定である．
次の目標は，このパッケージを MATLAB で
翻訳し，ERATO/JST で開発された分岐計算
ツールの BunKi パッケージにアドオンとし
て組込むことである． 
 
(2) 状態にジャンプがある力学系の分岐解析 
 
Alpazur 発振器は，その軌道は連続であり，
従来の本研究室の研究結果からもその分岐
問題が解決可能であることは分かっていた．
しかしながら，区分非線形系をハブリッドシ
ステムのひとつと考えたとき，軌道にジャン
プ（インパルス）が入る系の分岐問題も是非
解決すべき研究パラダイムである．今のとこ



ろ世界的にもこの種の問題の数値解析ツー
ルは生まれていない． 
そこでわれわれの次のターゲットは状態が
不連続に変化する自律系の分岐問題とし，そ
の解析方法の開発にとりかかった． 
手法としては，不連続に変化する部分空間に
おいて連続可導な写像を定義することであ
る．その微分が変分方程式の数値積分で求め
られるので，もとの軌道の分岐値に関する二
点境界値問題をシューティング法で解くこ
とが可能となる． 
例題として Izhikevich が提案しているしき
い値リセットがかかるニューロンモデルの
分岐解析を行った．原著ではパラメータをラ
フに選択し，その応答を観察するに留まって
おり，分岐の全容を解明することは重要であ
る． 
図 2は局所座標へのポアンカレ写像を定義し
ており，われわれの技術は，局所座標におけ
る運動の導関数を精度よく求められること
である． 

 
図 2: Izhikevich モデルにおける局所座標
の定義とポアンカレ写像． 

 

 
図 3: 大域的分岐図．着色は絨毯爆撃法によ
る．分岐曲線の計算が成果である． 
 
である．図 2 は局所座標へのポアンカレ写像
を定義しており，われわれの技術は，局所座
標における運動の導関数を精度よく求めら

れることである． 
 

 
図 4: 分岐図（図 3 の拡大）． 

 
研究(1)では，第二変分を数値微分によって
求めたが，原理的には第二変分方程式の数値
積分によって求めることができるはずであ
り，本例題ではそれを逐次求めた．その結果，
当然のことではあるが，数値微分と同様な計
算結果を得ることができた．この数値積分は
(1)で主張したように，切り替え数の多い周
期軌道では現実的に求めるのは非常に手間
となるが，確実に数値微分解より品質のいい
変分が得られるため，特異点に近いパラメー
タ付近や，軌道の周期が相対的に長く，数値
微分の誤差が問題となる場合の分岐解析な
どには効果を発揮すると期待出来る． 
 
以上二つの観点における研究を実施した．研
究発表は次節で述べるように数編の雑誌論
文としてまとめることができた． 
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