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研究成果の概要（和文）：本研究では、従来の一般的な理論では扱うことのできなかった非ユー

クリッド空間を含む一般の多様体上の非線形システムを制御する統一的な枠組みを示した。衛

星の大域姿勢制御や移動体の障害物回避・鉄棒ロボットなどがそのような問題の例である。そ

のような対象を安定化するのに必要な不連続性・ロジック・ランダム性などを含む制御則が、

本研究の手法によって自動的に設計される。 
 
 
研究成果の概要（英文）：This study presents a general framework for controlling nonlinear 
systems on general manifolds including non-Euclidean spaces which precedent control 
theories cannot handle.  Global attitude control of satellites, obstacle avoidance of vehicles, 
and control of acrobots are examples of our problem. This framework provides design 
procedures generating control laws automatically with discontinuity, logic, or randomness, 
of which properties are necessary to stabilize such systems on non-Euclidean spaces. 
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１．研究開始当初の背景 
非線形制御の大きな利点として考えられてき
た「大域的制御の実現」までには、まだ複数
の障害が残っている。一つはピーキング現象
の存在であり、完全な解決は難しく、ISS 性

やIISS 性を仮定するか、あるいは問題設定を
変えて準大域的制御問題を代わりに考えるこ
とで研究がなされている。もう一つの障害は、
可縮な多様体(≒ ユークリッド空間に同相な
多様体) ではない、より一般の多様体上の制
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御システムを大域的漸近安定化することが難
しい、という点である。このことに関しては、
有名な定理として「滑らかで大域的に漸近安
定なシステムは、可縮な多様体上のシステム
しかありえない。」というものがある。これ
により、たとえば、航空機・人工衛星などの3
次元剛体の姿勢制御系では滑らかな厳密な意
味での状態フィードバックでは大域的漸近安
定化不可能であることが結論できる。また、
アーム干渉が無い鉄棒ロボットや倒立振子の
振り上げ制御において、回転数を考えない滑
らかな状態フィードバックでは漸近安定化で
きない。つまり、安定化しようとしても、原
点の安定平衡点以外にも、不安定な平衡点が
必ず生じてしまう。原点以外の平衡点の存在
は、大域的安定性の定義に反しており、大域
的安定化に失敗してしまう。それだけではな
く、原点以外の不安定な平衡点は、その扱い
が非常に厄介である。 
 このような一般の多様体上の制御系設計
に関しては、研究開始当初、本研究グループ
のいくつかの予備的研究があるだけであっ
た。 
 
 
２．研究の目的 
本研究は、多様体の構造を考慮して一般の多
様体上のシステムの制御を行う手法を導く
ことを目的とする。具体的には、以下のとお
りである。 
(1) 滑らかな制御リアプノフ関数を使う方法

は本研究グループにて既に提案していた
が、その条件を明らかにする。 

(2) 微分不可能な制御リアプノフ関数を用い
る方法を開発する。 

(3) 望ましくない平衡点近傍から、摂動を加
えることにより脱出する方法について研
究する。 

(4) 制御系の多様体を単純な多様体で覆い、
制御する方法を開発する。 

(5) 動的補償器を用いて、一般の多様体上の
制御系を設計する方法を導く。 

 
３．研究の方法 
(1) 微分位相幾何学・動的システム理論を用

いて、上記研究目的に沿った理論体系を
整備する。 

(2) 具体的な対象に応用し、構築した理論の
実証を行う。 

 
 
４．研究成果 
(1) 滑らかなリアプノフ関数を用いる方法 
  制御対象 
 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑢𝑢 (1) 
を考える。ここで、𝑥𝑥 ∈ 𝕄𝕄, 𝑢𝑢 ∈ ℝ𝑚𝑚は系の状
態と入力であり、𝕄𝕄 は一般の 𝑛𝑛 次元多様体で

ある。ここで、次の条件を満たす滑らかな関
数 𝑉𝑉(𝑥𝑥) を (弱い意味での) 制御リアプノフ関
数という。 
 𝑉𝑉(𝑥𝑥) は正定で滑らか、かつプロパー (サブ

レベル集合がコンパクト) である。 
 𝑉𝑉(𝑥𝑥) はその臨界点(∂𝑉𝑉 ∂𝑥𝑥⁄ = 0となる点)

を除き、 
 (𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉)(𝑥𝑥) = 0 → �𝐿𝐿𝑓𝑓𝑉𝑉�(𝑥𝑥) < 0 (2) 
を満たす。 
 𝑉𝑉(𝑥𝑥) の臨界点は、孤立点であり、(1)のゼ

ロ多様体 
 {(𝑥𝑥,𝑢𝑢)|𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑢𝑢 = 0} (3) 
を𝕄𝕄 に射影した集合上にある。 
 原点以外の臨界点の存在を許容し、そのよ
うな点で条件を緩和しているため、弱い意味
での制御リアプノフ関数となっている。𝑉𝑉(𝑥𝑥) 

の臨界点を平衡点とするようなフィードバ
ックを𝑢𝑢 = 𝛼𝛼pre (𝑥𝑥)とすると、 
 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝛼𝛼pre(𝑥𝑥) = 0,  𝑥𝑥 ∈ ℚ (4) 
となる。ただし、ℚ は 𝑉𝑉(𝑥𝑥) の臨界点集合。
このとき、𝛼𝛼𝑠𝑠(𝑥𝑥)を  𝑉𝑉(𝑥𝑥) から生成された
Sontag 型制御則 (Sontag 1989)とすると、 
 𝑢𝑢 = 𝛼𝛼pre (𝑥𝑥) + 𝛼𝛼𝑠𝑠(𝑥𝑥) (5) 
は、𝕄𝕄 のほとんどの初期値に対し原点を漸近
安定化する。ただし、適切な小入力特性を持
つと仮定している。 
 ここで、次の仮定を置く。 

     min
𝑖𝑖
λ𝑖𝑖 �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑇𝑇

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑔𝑔(𝑥𝑥)� < 0, 

                       𝑥𝑥 ∈ ℚ, 𝑥𝑥 ≠ 0 (6) 
ただし、λ𝑖𝑖[∙] は固有値を表す。すると、不連
続フィードバック 
 𝑢𝑢 = αpre (𝑥𝑥) + 𝛼𝛼𝑠𝑠(𝑥𝑥) 
                     −sgn(𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉 ∙ 𝛽𝛽(𝑥𝑥))𝛽𝛽(𝑥𝑥) (7) 
はシステムの原点を大域的漸近安定化する。
ただし、𝛽𝛽(𝑥𝑥)は原点でゼロとなり、原点以外
の臨界点において𝑔𝑔𝑇𝑇(𝜕𝜕2𝑉𝑉 𝜕𝜕𝑥𝑥2⁄ )𝑔𝑔の負の固有
ベクトル空間に含まれるような連続な 𝑚𝑚 次
元ベクトル値関数とする。本研究は、1 入力
系で与えられていた予備研究の結果を多入
力系に拡張したものである。 
 本研究では、さらに、一般の多様体上の制
御システムにユークリッド空間上のアクチ
ュエータが付随する場合 
 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑦𝑦 
 𝑦̇𝑦 = ℎ(𝑥𝑥) + 𝐽𝐽𝐽𝐽 (8) 
を考え、多様体上でのバックステッピングす
る方法を導いた。ただし、𝑥𝑥 ∈ 𝕄𝕄, 𝑦𝑦 ∈ ℝ𝑚𝑚 , 
𝑢𝑢 ∈ ℝ𝑚𝑚

 で、𝐽𝐽 は正則行列である。(1)式に対す
る制御リアプノフ関数 𝑉𝑉(𝑥𝑥) および制御則(5)
が与えられているとき、(8)式に対する制御リ



 

 

アプノフ関数は、 

𝑊𝑊(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑉𝑉(𝑥𝑥) +
𝐾𝐾
2
�𝑦𝑦 − 𝛼𝛼pre (𝑥𝑥) − 𝛼𝛼𝑠𝑠(𝑥𝑥)�2 

 (9) 
で与えられる。ただし、この拡張系の制御リ
アプノフ関数は、(6)式に相当する条件を満た
さない。よって、この場合、(3)節で述べる「2
つの制御リアプノフ関数を切り替える方法」
を採用する必要がある。 
 
(2) 微分不可能な制御リアプノフ関数を用い

る方法 
Rifford 2002 の結果が一般の多様体でも通

用することを示した。ただし、寄生解を除く
ような適切な微分方程式の解の定義がなさ
れているとする。すなわち、局所半凹な微分
不可能な強い意味での制御リアプノフ関数
が存在すれば、Sontag 型制御則で大域的漸
近安定化が達成される。この結果は後の(5)
節で得られた制御リアプノフ関数よる制御
を実行するのに用いられる。 
 
(3) 摂動を加える方法 
ここでは再び滑らかな制御リアプノフ関

数を考えるが、(1)節で述べた制御リアプノフ
関数とは多少違う定義を用いる。すなわち、 
 𝑉𝑉(𝑥𝑥) は正定で滑らか、かつプロパー (サブ

レベル集合がコンパクト) である。 
 𝑉𝑉(𝑥𝑥) は原点を除き、 
 (𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉)(𝑥𝑥) = 0,  かつ 

min
𝑖𝑖
λ𝑖𝑖 �𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑇𝑇

𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑔𝑔(𝑥𝑥)� ≥ 0 

        →   �𝐿𝐿𝑓𝑓𝑉𝑉�(𝑥𝑥) < 0 (10) 
を満たす。 

この条件は(6)式も含むことに注意する。シ
ステム(1)を確率微分方程式とみなし、𝑚𝑚 次元
標準 Wiener 過程 𝑤𝑤 を用いた入力 

 𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢𝑢 = 𝑢𝑢�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛴𝛴(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 (11) 
により、 
 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑢𝑢�𝑑𝑑𝑑𝑑 + 𝛴𝛴(𝑥𝑥)𝑑𝑑𝑑𝑑 (12) 
となる。これを確率的大域安定化する 𝑢𝑢�  と 

𝛴𝛴(𝑥𝑥)を見つけるのが問題となる。 
 本研究では、以下のような制御則を提案し
た。 
 𝛴𝛴(𝑥𝑥) = 𝑘𝑘𝑠𝑠(𝑥𝑥)𝑃𝑃(𝑥𝑥)𝑆𝑆(𝑥𝑥) (13) 

       𝑆𝑆(𝑥𝑥) = ��𝑞𝑞(−𝜆𝜆𝑖𝑖[𝐻𝐻])
𝑖𝑖

+ 𝜀𝜀�
−1
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 diag.(𝑞𝑞(−𝜆𝜆1[𝐻𝐻]), … , 𝑞𝑞(−𝜆𝜆𝑚𝑚 [𝐻𝐻])) (14) 

              ただし     𝐻𝐻(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑇𝑇
𝜕𝜕2𝑉𝑉
𝜕𝜕𝜕𝜕2 𝑔𝑔(𝑥𝑥) 

       𝑃𝑃(𝑥𝑥) = �𝑝𝑝(1)(𝑥𝑥), … ,𝑝𝑝(𝑚𝑚)(𝑥𝑥)� 

    ( 𝑝𝑝(𝑖𝑖)
 は 𝐻𝐻 の正規化固有ベクトル) (15) 

 𝑞𝑞(𝑠𝑠) = (𝑠𝑠 + |𝑠𝑠|)/2 (16) 

       𝑘𝑘𝑠𝑠 = �2
𝐿𝐿𝑓𝑓𝑉𝑉 + �𝐿𝐿𝑓𝑓𝑉𝑉2 + 𝑟𝑟(𝑥𝑥)2

𝑟𝑟(𝑥𝑥)
 

   (𝑟𝑟(𝑥𝑥) = −tr(𝑆𝑆𝑇𝑇𝑃𝑃𝑇𝑇𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻𝐻) + 𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝑇𝑇) (17) 

       𝑢𝑢� = −
𝜗𝜗(𝑥𝑥) + �𝜗𝜗(𝑥𝑥)2 + �𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝑇𝑇�

2

𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝑇𝑇
𝐿𝐿𝑔𝑔𝑉𝑉𝑇𝑇 

 (𝜗𝜗(𝑥𝑥) = 𝐿𝐿𝑓𝑓𝑉𝑉 + tr(𝛴𝛴2𝐻𝐻𝐻𝐻)/2)  (18) 
この制御則は、原点を確率的大域安定化する。
すなわち、閉ループ系の状態は確率 1 で原点
に収束する。 
 上記の Wiener 過程を利用した制御では、
(6)式の条件を緩和しているわけではないこ
とに注意する。(6) 式を満たしていない場合、
原点以外の臨界点から脱出するためには、
𝑉𝑉(𝑥𝑥) の(確定的あるいは確率的な意味での)単
調減少性をあきらめなければならない。本研
究では、そのような場合において、2 つ制御
リアプノフ関数を用意し、その 2 つのどちら
かが常に単調減少となるように切り替える
方法により、このような問題を解決する方法
も開発した。 
 
(4) 単純な多様体で覆う方法 
 可縮でない多様体上で定義される制御系
に対する微分不可能な制御リアプノフ関数
設計は難しい問題である。しかし、可縮な多
様体，特にユークリッド空間上で定義される
制御系に対しては数多くの微分可能制御リ
アプノフ関数設計法が提案されている。本研
究では、可縮でない多様体上において微分不
可能制御リアプノフ関数設計を行うために
まずシンプルな構造を持つ多様体上で滑ら
かな制御リアプノフ関数を設計し，それをも
との可縮でない多様体上に射影することに
よりもとの多様体における制御リアプノフ
関数を設計する手法を開発した。 
 この節では、(1)式ではなく、より一般の 
 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥,𝑢𝑢) (19) 
を制御対象として考える。まず、単純な構造
を持つ 𝑛𝑛 次元 𝒞𝒞1

 可微分多様体 𝕄𝕄�  を考える。
ここで、𝕄𝕄�  は以下の条件を満たすなめらかな
写像 𝜙𝜙: 𝕄𝕄� → 𝕄𝕄 によってもとの可縮な多様体 

𝕄𝕄 と関係を持っているものとする。 
 𝜙𝜙 は全射。 
 𝜙𝜙(0) = 0 
 任意の 𝑥̅𝑥 ∈ 𝕄𝕄�  に対して、𝜙𝜙∗:𝑇𝑇𝑥𝑥̅𝕄𝕄� → 𝑇𝑇𝑥𝑥𝕄𝕄 は

連続で全単射。ここで、𝑥𝑥 = 𝜙𝜙(𝑥̅𝑥)。 
𝕄𝕄�  は 𝕄𝕄 の被覆空間とは限らないことに注意
する。すなわち、𝕄𝕄�  の無限遠点が 𝕄𝕄 の無限
遠点に写像されるとは限らない。そのため、



 

 

aspherical manifold 以外にも適用可能とな
っている。 

この写像により、リフトされた制御系 
 𝑥̇̅𝑥 = 𝜙𝜙∗−1 ∘ 𝑓𝑓(𝜙𝜙(𝑥̅𝑥),𝑢𝑢) = 𝑓𝑓̅(𝑥̅𝑥,𝑢𝑢) (20) 
が一意に定まる。この単純な構造を持つ多様
体上の系に対し制御リアプノフ関数 𝑉𝑉�(𝑥𝑥) が
何らかの方法で設計されたものとする。その
とき、可縮とは限らない元の多様体上の制御
リアプノフ関数は、 
       𝑉𝑉(𝑥𝑥) = min

𝑥𝑥̅∈𝜙𝜙−1(𝑥𝑥)
𝑉𝑉�(𝑥̅𝑥)                                 (21) 

のように求められることを示した。これが実
際に制御リアプノフ関数になることは本研
究によって証明されている。また、元の制御
リアプノフ関数が滑らかでも、最終的な制御
リアプノフ関数は微分不可能になる。これは
「滑らかで大域的に漸近安定なシステムは、
可縮な多様体上のシステムしかありえない。」
という事実と対応している。さらに、𝑉𝑉�(𝑥𝑥) が
局所半凹ならば(滑らかな関数は常に局所半
凹)、𝑉𝑉(𝑥𝑥) も局所半凹関数となることも証明
した。 
 本研究グループでは、以上の手法を「最小
射影法」(Minimum Projection Method)と名
付けた。 
 
(5) 動的補償器を用いる方法 
 (1)式の制御対象に対して、動的補償器を付
加した制御系 
 𝑥̇𝑥 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)𝑢𝑢 
 𝑝̇𝑝 = 𝑣𝑣 (22) 
を考える。ただし、𝑝𝑝 および 𝑣𝑣 は適当な次元
のベクトルである。このように拡張しても可
縮でない多様体の制限は緩和されない。すな
わち、可縮でない多様体の場合は、(1)節で述
べたような弱い意味での滑らかな制御リア
プノフ関数  𝑉𝑉(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) は原点以外にも臨界点を
持つ。しかしながら、それらの臨界点を 𝕄𝕄 に
射影した点が 𝕄𝕄 の原点に重なるのであれば、
(5)式と同様な制御則を拡張空間に対して構
築することによって、𝑥𝑥 → 0 (𝑡𝑡 → ∞) が言える。
ここで、動的補償器の状態 𝑝𝑝 は必ずしも原点
に収束することが保証されているわけでは
ないことに注意する。そこで、動的補償器の
状態  𝑝𝑝 はコントローラ内部の変数であり実
システムの変数では無いという事実に着目
し、適切な状態ジャンプ則によって原点以外
の臨界点近傍の  𝑝𝑝 を原点近傍にジャンプさ
せる。これにより、(worst ケースにおける)
収束時間が改善される。本研究では、以上の
設計手法を提案し、(𝑥𝑥, 𝑝𝑝) の大域的漸近安定性、
および、状態ジャンプは高々1 回しか起きな
いことを証明した。また、このような拡張空
間での制御リアプノフ関数の満たすべき条
件を導き、簡単な場合の制御リアプノフ関数
の拡張方法を示した。 
 

(6) 提案手法の検証 
以上提案した方法は、人工衛星の大域的氏

制御問題や移動ロボットの障害物回避問題
に適用され、その有用性を明らかにした。 
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