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研究成果の概要：最適スプラインの問題について，解の存在や解の特性解析など基礎理論を重

視しつつ，これまでの理論の発展，一般化を行い，さらに理論の応用を行った．理論面では制

約付スプライン，多変数スプライン，また多階層平滑化スプラインの最適理論およびアルゴリ

ズムを導びき，様々な数値例によってその有効性を検証した．また応用面では柔軟物体の運動

変形モデリングや繰り返し書字学習システムの開発を行った． 
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１．研究開始当初の背景 
スプライン関数は，CAD, コンピュータグラ
フィックス，ロボットや航空機等の各種軌道
計画，数値解析，など様々な分野で使用され
ており，実用的にも大変有望な関数である． 
また，区分的に定義された関数であるという
事実は，多様な曲線の設計や局所的な取り扱
いを可能にするが，一方でその設計は大変煩
雑である． 

スプラインの研究，使用の歴史は長く多く
の研究がされてきたが, 一方，制御論の立場
からの研究（動的スプライン）が Martin 
(Texas Tech Univ.)らの研究グループによっ
て，スプラインの研究としては比較的新しく

1990 年頃から始められた. 狩野もほぼ同時
期にはスプラインの研究を開始しており，
2000 年頃から Martin らとの本格的な共同研
究を始めている．特に 2004～2005 年度の科
学研究費補助金によるテーマ「制御論的アプ
ローチによる最適スプラインの理論および
その応用」（基盤研究(C)，研究代表者：狩野)
のもとで行った研究では，スプラインに対す
る整然とした理論の構築とそれに基づく実
用的なアルゴリズムの導出をめざした． 
その結果，理論面，応用面ともに研究が大

きく進展するとともに，今後の重要な課題も
明らかになった． 
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２．研究の目的 
本研究では，最適スプラインについて，理論
面，応用面ではこれまでの研究を基盤にその
発展，拡張とともに新たな展開をめざし，ま
た各課題に対する実験プログラムをもとに
プログラムライブラリを開発する．最適スプ
ラインの基本問題は，「与えられたデータ点
に対して，それらの点あるいはその近くを通
り，かつ滑らかな曲線や曲面を構成する」問
題であり，Ｂスプラインや動的スプラインに
よるアプローチを用いる． 
Ｂスプラインによる方法では，正規化され

た一様なＢスプラインを基底関数としてス
プラインを構成し，一方，動的スプラインに
よる方法では，線形システムをスプライン生
成器とみなし，スプライン設計を最適制御問
題として定式化する．本研究で取り組む問題
では，上記の基本問題を発展，拡張させ，よ
り一般化された問題として考える． 

まず，最適スプラインの基礎理論，アルゴ
リズムおよび応用に関する研究を行う．具体
的には，不等式，等式の制約条件が課される
場合の最適スプラインの設計方法と軌道計
画などへの応用，および多変数最適スプライ
ンの設計，特に 3 変数最適スプラインの設計
と柔軟体の運動形状モデリングの問題に取
り組む．また，多階層最適スプラインによっ
て Hermite 補間などに対応する平滑化スプ
ラインを設計し，数値積分や数値微分に応用
する．一方，プロトタイププログラムライブ
ラリの開発では，最適スプラインの理論と応
用に関する各課題に対するプログラムの整
理，統合を行い，プログラムライブラリとし
て開発する． 
 
３．研究の方法 
(1) 最適スプラインの基礎理論，アルゴリズ
ムおよび応用：  
Ｂスプラインを基底関数に用い，様々な制約
条件を伴う最適平滑化スプラインを設計す
る．制約条件としては，等式，不等式の条件，
各点毎や区間に対する条件，関数値や微分値，
積分値，など様々ある．これらの制約条件の
殆どは制御点ベクトルに対する線形関数と
して表現することができる．従って，この最
適化問題はいわゆる２次計画問題として定
式化でき，制約付きスプライン問題はほぼ解
決できる．まず１変数（曲線）の場合を考え，
次に２変数（曲面）の場合へ拡張する．位置，
速度，加速度に制約を受けるロボットの軌道
計画問題を始め，関数そのものに制約のある
確率密度関数の近似などに適用する． 
 アルゴリズムでは，特に得られるデータ集
合を順に処理する方式の逐次型アルゴリズ
ムの導出を行ない，またこれまで平滑化スプ
ラインを応用してきた文字のモデリングの

方法を発展させて文字学習システムの研究
を行う．文字学習は手本を用いた繰り返しに
よる学習を考え，様々な角度から学習の過程
を検討する． 
 
(2) 多変数最適スプラインの設計：  
2変数, 3変数の場合に対する理論と応用の課
題に取り組む．２変数（曲面）の場合では，
特に周期スプラインの設計理論を展開し，応
用としてクラゲのデジタル動画像からの運
動形状モデリングを行う．周期性の条件は２
変数のうちのいずれか一方に課する場合と，
両方に課する場合を考える．前者は３次元空
間での半閉曲面の設計に用いることができ，
後者は閉曲面に適用できる．また設計された
スプライン曲面のすべての極値（従って最大
値や最小値も）を求める方法を研究する．そ
の場合，スプラインが区分的な関数であるこ
とを利用し，区分毎に極値の有無の判定と極
値計算を繰り返すことになる．すべての極値
が得られることは重要であり，スプライン以
外の関数の極値探索にも活用できる可能性
がある．3 変数スプラインにおいても周期的
な場合を考え， 3 次元柔軟体の運動形状モデ
リングへの応用をめざす．原理的には１変数
から２変数に拡張する考え方をさらに発展
させれば良い． 
 
(3) 多階層最適スプラインの設計：  
多階層平滑化スプラインによってエルミー
ト補間や Birkhoff 補間に対応する（すなわち
関数値のみならず微分係数のデータまで考
慮する）平滑化曲線を設計する．またこの問
題は主に, １入力多出力線形システムによる
動的スプラインのアプローチで取り組む．そ
の場合，エルミート補間や Birkhoff 補間は線
形システムの出力行列を適切に選ぶことに
よって定式化できる．主な課題は，最適解の
存在条件の確立と解の導出，および与えられ
たデータに対する数値積分と微分への応用
を含む数値的検討である．さらに本方法は微
分方程式の境界値問題の数値解法に適用す
ることができ，その方法の確立と有効性の検
証を行う． 
 
(4) プロトタイププログラムライブラリ： 
最適スプラインの各課題に対してこれまで
作成されてきたプログラムを整理，統合化す
る．Ｂスプラインと動的スプライン，1 変数
と 2 変数，の各課題に対して作成してきたス
プライン設計プログラムおよび応用プログ
ラムをまとめ，ライブラリ化する． 
 
４．研究成果 
(1) 制約条件付き最適スプラインの設計： 
１変数の場合について，様々な等式，不等式
の制約条件を伴う最適平滑化スプラインの



 

 

設計理論およびアルゴリズムを導いた．また，
その応用として，位置，速度，加速度に制約
を受けるロボットの軌道計画を始め，確率密
度関数（関数値が０以上，積分値が１）や矩
形の不連続関数（関数値が０以上，１以下に
制約）の近似などに適用し，有用性を確認し
た．また１変数の場合の結果に基づき，２変
数の場合への発展，拡張を行ない，確率密度
関数の近似，デジタル画像（輝度値の上下限
を設定）の画像処理，などの問題への応用を
示した． 

図 1 は不連続な２変数関数（変数 s, t が 
0.5 以上 1.0 以下で関数値が 0.5，その他で
0）を最適平滑化スプラインで近似した結果
であり，関数値を 0 以上かつ 0.5 以下の不等
式条件の導入により，いわゆる Gibbs 現象を
抑制できている． 
 
(2) 最適スプラインの逐次型計算法： 
最適平滑化スプラインを設計するときのデ
ータ集合が次々に与えられるようなとき，デ
ータを逐次的に処理しスプライン設計を行
うアルゴリズムを導いた．典型的な応用例は，
SLAM (Simultaneously Localization and 
Mapping) の問題であり，移動ロボットが周
回を繰り返すときに得られるデータから障
害物を含むような環境地図を構成していく
問題である．繰り返し回数が増加するときの
スプラインの統計的，漸近的性質を解析した．
また周期スプラインの場合について，数値例
によってその有効性を検証した． 
 図 2は逐次型アルゴリズムによる周期スプ
ラインの設計の結果を示す．平滑化スプライ
ン設計のためのデータが各繰り返しにおい
て 15 個与えられるとしたとき，1回目の設計
結果を上図に示し，20 回目（下図）でほぼ真
の周期曲線に収束している様子が分かる． 
 

(3) 平滑化スプラインによる書字運動の学
習：  

最適平滑化スプラインの理論とダイナミッ
クフォントモデルをベースとする文字モデ
ルの獲得と草書体文字の生成のこれまでの
研究をさらに発展させた．特に，ペンタブレ
ット文字入力装置を用いた書字運動の学習
支援システムの開発に着手し，書字運動の繰
り返し実験による学習過程の分析や文字の
評価などを行なった．評価は時間領域として
書字時間の推移や，認知心理学の分野で得ら
れている平面パターンとして視覚誘導場に
よる美的評価，など行った．図3に実験の様
子を示す．左の画面に手本が示され，右側で
書字する．                               

 

図 3 静的・動的手本による繰り返し書字学習

図 １ 制約条件付き２変数スプライン 

図 2 最適周期スプラインの逐次型設計 



 

 

(4) 多変数最適スプラインの設計： 
２変数（曲面）の場合に対する理論と応用の
課題に取り組んだ．特に周期スプラインの設
計理論を展開し，応用としてクラゲのデジタ
ル動画像からの運動形状モデリングをおこ
なった．さらに設計された２変数最適スプラ
イン関数について，すべての極値の検出法を
導いた，もちろん最小値や最大値も求めるこ
とができる．数値実験の結果は良好である．
３変数スプラインの設計法についてはアル
ゴリズムの導出を行った段階である． 
 図 4はクラゲの運動形状モデリングの結果
を示す．101 フレームからなるデジタル動画
像から 10 フレームをサンプルし，さらに各
フレームにおいて 36 個のデータ点をサンプ
ルした．これら少数のデータにより半閉曲面
（上図）を構成する２変数周期スプライン曲
面を設計し，全体の運動形状を再構成した．
連続時間で構成されている．図 4の下の図は
ある時刻での輪郭と対応する動画フレーム
を示す．また図 5には２変数スプライン曲面
の極値を計算した結果を示す． 
 
(5) 多階層最適スプラインの設計： 
多階層平滑化スプラインによってエルミー
ト補間に対応する（すなわち関数値のみなら
ず微分係数のデータまで考慮する）平滑化曲
線を設計する研究を実施した．この場合，１
入力多出力の線形システムをスプライン生

成器に用いる動的スプラインの方法が非常
に有効である．結果は数値積分，数値微分，
さらに微分方程式の２点境界値問題の数値
解法に応用し，良好な結果を得ている． 
 
 (6) プロトタイププログラムライブラリの
開発：  
最適スプラインの理論と応用に関する各課
題に対して作成してきたスプラインの設計
プログラムおよび応用プログラムを整理し，
ライブラリを作成した． 
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