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研究成果の概要（和文）： 
粘性流体に場合として、境界層と伴流に対する積分方程式を核の固有関数展開の立場から検

討した。核関数はエルミート多項式によって展開でき、積分方程式は無限連立の積分関係式に
離散化できた。その関係式は線型化された境界層方程式の随伴固有関数で重みづけられた重率
残差方程式に一致する。解法として座標歪曲法を提案し、良好な結果が得られた。また、歪曲
関数に関する変分原理も存在する。波動場については、エアリー関数属の急変動性に着目した
新しい変数分離法を提案し、固有関数ではないが自由波を表す２つの表現を見いだした。 
 
研究成果の概要（英文）： 

On the viscous fluid, Kármán-Millikan's integral equations on the momentum loss in 
boundary layer and wake field were investigated from the viewpoint of the 
eigenfunction expansion. The kernel function were expanded by using the 
eigenfunction of the linearlized boundary layer equation. As a result, the integral 
equation wase discretized to infinite number of integral relations. Those ware 
equivalent to the Weighted residual equations weighted by the adjoint eigenfunctions. 
Coordinate straining method was developed and good results were obtained. 
Variational principle on the coordinate straining function was shown.  On the wave 
field, new method of the separation of independent variables was presented. The free 
wave behind a ship was represented by the two Airy's functions. 
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１．研究開始当初の背景 
 船舶流体力学の問題を解くことは、特に粘
性流体の場合、Navie-Stokes 方程式(以下
N-S方程式と呼ぶ)を解くことが主眼になる。
数値流体力学(CFD)の発展により、従来に比
べてその環境が整ってきたが、その一方で、
解析学的流体力学の研究者も減り、CFD のブ
ラックボックス的使用が心配されるところ
である。 
 このような社会状況を考えると、外部流れ
についても、簡単な公式運用、直感に訴えや
すい方程式の解法を準備する必要がある。そ
れが CFD とも調和するものであれば、CFD
の品質をも改善できることになる。これが本
研究で最終目的とする方程式の最適離散化
法である。場合によっては未知数１つの１分
割で正解が得られ、直感に訴えることができ
る。分割数を増やせば、CFD 的使用法になる。
このようなことを本当に可能する一つの方
法は、固有関数の概念を用いて、誤差につい
て平均誤差の考え方を導入することであり、
そのためには方程式系を積分方程式にすれ
ば考えやすい。 
当該研究者は翼理論方程式(松村他 2003)

に自己随伴変分原理とその汎関数、固有関数
を導出しており、その最適離散化法について
も結果を得ている。同様のことはオゼーン方
程式に関する積分方程式(松村他 2005)に対
しても得られており、さらに複雑な次のステ
ップたる境界層方程式、N-S 方程式へと進む
に十分値する結果となっている。 
 
２．研究の目的 
 以上の背景の下に 波、渦など、粘性の有
無に関わらず、非自己随伴積分方程式の固有
関数、ないしは近似固有関数の立場から見直
してみようというのが立場である。 
 本論の目的は、N-S 方程式のような非自己
随伴方程式(非対称性の方程式)に対して、 
1)方程式に付随する同次方程式とは如何な
るものかを明らかにし、固有値問題に対して、
固有値と固有関数を明らかにすること。 
2)その問題に関する随伴変分原理を明らか
にし、ガウス型離散積分法による打ち切り誤
差のない最適離散化法を得ること。 
3)最終的に、製品企画や学生が簡単な公式運
用で、直感に訴えやすい方程式の解法を提示
することを目標とする。 
 
３．研究の方法 

 本研究では、 

1)オゼーン近似を参考に N-S 方程式を CFD
で用いられる程度の線形積分方程式に帰着
すること。 
2)線形積分方程式に対する自己随伴変分原

理とその汎関数を示すこと。 
3)汎関数の作用素から、固有関数を示すこと。 
4)得られた固有関数からガウス型積分公式
を得、最適離散化法を構築すること。ないし
は固有関数から随伴離散直交系を作成し、同
様のことを行うこと。 
以上の４点を念頭に置き、目的を達成する。 
 
４．研究成果 
本研究では粘性流体に対しては境界層と

それに引き続く伴流に対して線形化方程式
の固有関数を用いて、離散化法を提案した。
波流れに対しては固有関数ではないが、自由
波を表す２つのエアリー関数属による表現
を見いだした。ここでは３つの観点から報告
する。 
１)２次元層流境界層に関する積分方程式の
固有関数展開法について 
 ２次元層流境界層方程式に対して、運動量
損失 M を未知関数とする Kármán-Millikan の
積分方程式 
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を固有関数展開の観点から考察した。その結

果、次のことが分かった。 
①Kármán-Millikan の積分核は奇数次のエル
ミート多項式により展開でき、次の１重級数
となる。 
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ここに現れた変数Ψは境界層方程式で用い

られる自己相似変数となる。このとき、積分

方程式は 
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となる。 
②自己相似流れの場合について無限連立の

非線形積分関係式を導出し、次の運動量損失

積分を用いた離散化法を提案した。 
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③離散関係式は奇数次エルミート多項式で

重みづけた境界層方程式の重率残差方程式

と同等であることが分かった。実際、 M̂ と
ˆ
extM は偏微分方程式で記すと、 
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を満足する必要がある。M̂ と既知関数 ˆ
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の差を考え、 
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である。これに対して随伴作用素 *L を 
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を満足する *
mg を随伴固有関数と呼ぶ。m が非

負整数である限り 
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となる。本論では直接用いることはないが、

随伴固有関数に対して(重複)固有関数とは 
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を満足する解であり、 
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となる。 
 (１)式に重み付き２重積分を施し、次式を

要請する。 
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ここで次の一般化されたグリーンの定理 
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を適用すれば 
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を得る。これは②で得た離散関係式に他なら

ない。 
④外層近似解と真の解の差が僅かであるこ

とが分かったので、離散化された積分関係式

の数値解法として、その差を埋めるべく次の

座標歪曲法を提案した。そこでは真の解を 
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と表現し、 ( )Γ Ψ は歪曲関数と呼ぶずらしを実

行する未知関数である。このとき歪曲関数
( )Γ Ψ に関する連立方程式 

 

{ }

( ) ( )

1
2 1 2

2

0

( 1) ( ) ( )0
1

1 1 ( ) ( )
2

for 0,1, ,

mH

m E E
d

E E

m

Ψ

Γ Ψ
Ψ

Γ Γ Γ Γ Γ

∞

+
⎡ ⎤⎣ ⎦
+ −⎡ ⎤= ⎢ ⎥× ⎡ ⎤⎢ ⎥′ ′′ ′+ − − − ⋅⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦

= ∞

⌠
⎮
⎮
⎮
⎮⎮
⌡

%

L  
に従う必要がある。この手法は逐次近似法の

難点を回避でき、 
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    (3)                  

のように歪曲関数を線形化しても良好な結

果が得られることが分かった。 
⑤歪曲関数に関する汎関数 
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の最小値問題の解は、提案した(3)式の解とな

る。このように粘性流体の場合でも適切な変

関数を選べば変分原理が存在することが分

かった。 

 

２）伴流を含む層流境界層方程式の積分方程

式化とその固有関数展開法 
 ２次元層流境界層方程式に対して、それと



 

 

同等の Kármán-Millikan の積分方程式を固

有関数展開の観点から考察した。その結果、

次のことが分かった。 
①Kármán-Millikan の積分核は境界層部で

は奇数次の、伴流部では偶数次のエルミート

多項式により展開できる。両者共に、境界層

方程式に現れる自己相似変数で記述できる。

伴流部の積分方程式は具体的には次の形に

なる。 
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である。また、核は 
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と展開できる。 
②伴流部でも無限連立の非線形積分関係式

を導出した。しかし、伴流部では自己相似解

が存在しないため、２重積分の関係式に留ま

る。 
③伴流部でも外層近似解を導出し、２変数の

座標歪曲法を提案した。外層近似解は 
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となる。歪曲関数を線形化しても、伴流が加

速され良好な結果が得られた。 

 

Fig.1 Wake Velocity distributions ( , )u φ ψ  
calculated on the basis of the outer layer 

approximation 
 

３)後続自由波の Airy 関数表現 
 本研究は、定常移動圧力源によって生成さ

れる波形の漸近挙動について、Keller の方法

に基づいて考察したものである。彼らの提案

は元の波高表現 
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のように表し、これをエアリー関数の積分表

示に基づき 
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と表すものである。 
 本研究では具体的に写像関数を示し、被積

分関数の振幅部をテーラー展開することに

より波形の計算を試みた。その結果、次のこ

とが分かった。 
①停留点における位相関数Fの値は２つの関

数の和 
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のように場の方位角Θ のみで陽に書き表す

ことができる。この結果はケルビン波表現に

関する新しい変数分離解の存在を示すもの

である。 

②幾何学的近似法(WKB 法)の立場から、ケ

ルビン角内における位相関数が満足すべき

微分方程式とその非線形解を明らかにした。

すなわち速度ポテンシャルを 

 xΦ φ= +  

 [ ]0 0 1Re exp ( ) ( )i S iSφ κ= ⎡ + + ⎤⎣ ⎦x x L  

の形に仮定する。ここにφ は自由波のみを表



 

 

す速度ポテンシャルである。波数 0κ は 
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と仮定される。位相関数 S0は、 
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と変数分離でき、このとき Fiは 
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の常微分方程式を満足すればよい。この方程

式は２つの解を持ち、F1が横波を、F2が発散

波を表す位相関数となる。この解は実際に

(４)式となる。また、βとγは 

( ) ( )

( )

( )

2 2
2 2 2 2

2

2 2

2

2

1 1
0

2 2 1

1

4
2

d d
s s

ds ds

d d
s

ds ds

d d
s ss ds ds

d d
s s
ds ds

β γβ γ

β γβγ

β γβ γ

β γβ γ

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − + + −⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎩ ⎭ ⎩ ⎭= ⎢ ⎥

⎢ ⎥−
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎧ ⎫⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− + −⎪ ⎪⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎪ ⎪⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥− ⎨ ⎬⎢ ⎥⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎪ ⎪− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎪ ⎪⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦⎩ ⎭

m m

m

 (5) 

の関係を満足する。 

③Airy 関数を用いた速度ポテンシャルの変

数分離解を示した。②の意味でそれが後方波

動場に亘る一様近似解となり、Airy 関数を急

変動関数として扱えばよいことを示した。実

際 
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と変数を設定し、速度ポテンシャルを 
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と仮定する。 0 1κ のとき 
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の漸近形をもち、さらに微分階数が１階増え

るごとに
1 / 3

0κ だけオーダーが下がる。すなわ

ち Airy 関数を急変動関数として扱えばよい

ことになる。例えば R に関する２階偏導関数

は 

 

[ ] ( )[ ]

[ ] [ ][ ]

1 1
6 6

1
6

1 1
6 6

1
6

2
21 1

0 04 42

2

2 2
2

21 1
0 04 4

2

2 2
2

~ exp cos

1 1 1
2

exp sin

1 1
2

z
R

d d

dd

z

d d

dd

φ κ δ ξ κ

ϕ ϕ
β ϕ γ βγ

η η ηηη

κ δ ξ κ

ϕ ϕ
β ϕ γ βγ

η η ηη

−

−

−

∂
∂

⎧ ⎫⎪ ⎪× − +⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

⎧ ⎫⎪ ⎪× − + ±⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

m

m

 

と近似できる。微分に伴いη=0 に高次特異点

を誘起している。それが見かけ上のことであ

れば、η=0 は転移点ということになる。ラプ

ラス式および自由表面条件を考えると、(5)
式が成り立つため、実際に見かけの特異点で

あることがわかる。したがって、次の結論を

得る。 

④急変動性に伴う高次特異性は Airy 関数に

より解消され、ケルビン角をなす線は転移線

と解釈できる。 
⑤ケルビン波は２つのエアリー関数で表現

でき、速度ポテンシャルと波高の関係は次の

ようになる。 
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のそれぞれに対する波高は 
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