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研究成果の概要（和文）：自由代数の複素数体上のボレル鋳型表現のモジュライについて，その
有理ホモトピー型と混合ホッジ構造を記述した。また，ボレル鋳型表現の表現多様体の位相的
構造について調べた。すなわち，基本的な表現のモジュライについて，その代数的位相幾何的
構造を明らかにした。thick と呼ばれる既約表現のクラスの性質を調べ，階数２の自由群の４
次 non－thick 既約表現のモジュライの記述を行った。行列の不変式環の構造を調べるため，
退化ポアンカレ級数を６次の場合に求めた。

研究成果の概要（英文）：We described rational homotopy types and mixed Hodge structures
of the moduli of representations with Borel mold over the complex number field for the free
algebras. We also investigated topological structures of the representation varieties with
Borel mold. In other words, we described topological structures of the moduli of
representations explicitly for fundamental cases. We studied a certain class of irreducible
representations that is called “thick”. We described the moduli of 4-dimensional non-thick
irreducible representations for the free group of rank 2. Furthermore, we obtained the
degenerated Poincare series of degree 6 for determining the structure of the matrix
invariant ring.
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１．研究開始当初の背景
表現のモジュライが初めて登場したのは，

１９世紀に Fricke がコンパクトリーマン面
の基本群の表現の同値類の空間を考えて，タ
イヒミュラー空間を実解析空間として実現
したのが最初だとされている。その後，
Weil によるリー群の離散部分群に関する剛

性定理や，絶対ガロア群の表現の変形空間な
ど，表現のモジュライがさまざまな分野で重
要な対象として現れてきた。
さまざまな場面で本質的な対象として現

れる表現のモジュライであるが，群，モノイ
ドや代数の表現のモジュライを構成しよう
とすると，通常のやり方では，絶対既約表現
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でない表現については組成因子が等しいも
のが同じ点としてくっついてしまい，表現の
同値類がそのままモジュライの一つ一つの
点に対応しない。これは，ある多様体を群で
割る際，絶対既約でない表現に対応する点は
安定点になっておらず，表現の同値類は不変
式では区別できないからである。

表現の同値類一つを丁度一つの点として
みなそうとすると，別のモジュライの構成法
が要求される。そこで本研究者は「鋳型」と
いう概念を登場させた。鋳型とは行列環の部
分代数のことであり，表現の行列環への像が
生成する部分代数（鋳型）を指定して，その
鋳型を与える表現を集めてくると，うまくモ
ジュライが作ることができるという戦略で
ある。ボレル鋳型表現については，すでにモ
ジュライが構成できることは本研究者によ
りわかっており，鳥居猛氏（岡山大学）との
共同研究で，ボレル鋳型表現のモジュライの
位相的性質についてはある程度調べられて
い た (”Topology of the moduli of
representations with Borel mold"
Kazunori Nakamoto and Takeshi Torii,
Pacific Journal of Mathematics 213 No.2
(2004) 365-387 ）。

２．研究の目的
行列環の部分代数である「鋳型」を中心に，

各鋳型に対する表現のモジュライの構成や
その性質などを明らかにする。主に次の問題
に取り組む。

(1) （低い次数の）鋳型を分類せよ。もしく
は，良い鋳型を選び出せ。３次の鋳型のモジ
ュライについて，その構造を明らかにする。
４次以降の鋳型について，「良い」鋳型を抽
出し，その性質やモジュライの構造について
調べる。

(2) 各鋳型に対して，その表現のモジュライ
を構成せよ。２次の表現のモジュライについ
て論文を完成させる。３次以降の表現のモジ
ュライの構成を各鋳型に対して試みる。

(3) 各鋳型に対する表現のモジュライの性
質を調べよ。各鋳型の表現のモジュライにつ
いて，その性質や記述を調べる。具体的な群
やモノイド等の表現のモジュライについて，
その構造や位相的性質について調べる。

３．研究の方法
当初の研究の方法は次のとおりである。

なお，実際には一部優先順位をかえて、研究
を行った。

(1)３次の鋳型について一部未解明な事項が
あるので、それに着手する。２６タイプある
鋳型について、論文” On classification of
subalgebras of the full matrix ring of
degree 3”としてまとめ上げる。

(2)２次および３次の鋳型について，対応す
るモジュライを構成する。構成できたものか
ら順次論文にまとめていく。

(3)各鋳型に対する表現のモジュライについ
て，代数的位相幾何的性質については，鳥居
猛氏（岡山大学）の協力を得ながら進めてい
く。また，不変式論的な性質については，奥
山真吾氏（香川高専）の協力を得ながら進め
ていく。

４．研究成果

(1)自由代数の複素数体上のボレル鋳型表現
のモジュライについて，鳥居猛氏（岡山大学）
と共同でその位相的構造を調べた。

① 自由代数の複素数体上のボレル鋳
型表現のモジュライや表現多様体につ
いて，有理ホモトピー型を記述した。ま
た，サリバンの極小モデル上の混合ホッ
ジ構造が，配位空間とファイバーのそれ
ぞれの混合ホッジ構造のテンソル積で
あることを示した。

② 自由代数の生成元の個数が表現の
次数に比べて小さいとき，ボレル鋳型表
現の表現多様体の位相的構造について
調べた。表現の次数が 3，4 のときのボ
レル鋳型表現の表現多様体の整係数コ
ホモロジー群を決定した。また，階数 2
の自由代数について，有理整数環上のボ
レル鋳型表現の表現多様体のピカール
群を決定した。その応用として，2元生
成群のボレル鋳型表現についての正規
化に関する定理を得た。

これらの結果については共著論文

"Rational homotopy type of the moduli of
representations with Borel mold"

"Topology of the representation varieties
with Borel mold for unstable cases"

として出版予定である。

(2)絶対既約表現の中にも，「thick」「dense」
というクラスの表現があり，いろんな性質を
もつことを発見した。面田康裕氏（明石高専）
と共同で，thick, dense について調べた。



①thick, denseの基本的性質および具体
的な群の既約表現について，thickness
と denseness について調べた。群の n次
既約表現ρが thick とは，表現している
ベクトル空間の部分空間の組(V, W)につ
いて，その次元の和が nに等しいならば，
群の元 g が取れて，(ρ(g)V)+W が n 次元
となるときをいう。群の n次既約表現が
dense であるとは，誘導される外積表現
がつねに既約であるときをいう。dense
ならば thick であることが容易にわかる。
thick または dense な絶対既約表現のク
ラスが，絶対既約表現のモジュライの中
で開集合をなすことを示した。

②階数２の自由群の４次 non-thick既約
表現のモジュライの記述を行った。この
結果について，第４１回環論および表現
論シンポジウムで講演した。

(3) 行列の不変式環のポアンカレ級数につ
いて，奥山真吾氏（香川高専）と共に調べた。

① 行列２個の不変式環のポアンカレ級
数を退化して作られる「退化ポアンカレ
級数」について，５次，６次の場合の計
算を行った。退化ポアンカレ級数とは，
2 個の行列の不変式環の 2 変数ポアンカ
レ級数から作られる級数で，2 つある変
数のうち，1 つの変数を退化させる事で
得られる。退化ポアンカレ級数は，ある
性質をもつ行列の個数からTeranishiの
結果を用いて計算できるので、コンピュ
ータを使って退化ポアンカレ級数を求
めた。これについては，第１４回多元環の

表現論国際シンポジュームで講演を行った。

② ７次の退化ポアンカレ級数について
も，候補が見つかった。候補が退化ポア
ンカレ級数であることを理論的に検証
中である。また、8 次以上の退化ポアン
カレ級数についても，その形について予
想が立てられた。

③ ５次のポアンカレ級数についても，
部分的な結果が得られた。コンピュータ
を用い，2 変数ポアンカレ級数をある一
定の次数まで決定した。
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