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研究成果の概要：複素代数曲面の研究において，代数曲面の 2 重被覆の理論は重要な役割を果

たしてきた．この理論と同様の理論を被覆次数が 3 以上の代数曲面の被覆について構築を試み

た．その成果として，３次対称群被覆，双２重被覆や巡回４重被覆のデータの表し方を整理し，

特異点解消プロセスと不変量公式を与えた．また，被覆の理論を利用し，３重被覆の分岐因子

や有理曲面上の特異曲線に関する具体的問題を解決することが出来た． 
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１．研究開始当初の背景 

代数曲面の分類の研究では，堀川（E. 
Horikawa ： On deformations of quintic 
surfaces，Invent．Math．31 (1975)，43‐
85．）による代数曲面の２重被覆の理論は重
要な役割を果たしてきた．例えば，実在する
代数曲面の不変量のオイラー・ポアンカレ標
数と標準因子の自己交点数の組の座標平面
上での存在領域に関する問題において，代数
曲面が代数曲面の２重被覆として構成され
ている．また，報告者のスロープ４の超楕円
曲線族のファイバーの種数と相対的オイラ

ー・ポアンカレ標数の間の不等式に関する論
文 （ H.Ishida ： Bound of the relative 
Euler-Poincaré characteristic for certain 
hyperelliptic fibrations，manuscr．math． 
118 (2005)，467‐483．）においても，2重被
覆の理論を用いて解決に至っている． 
その他にも，重複度２の２次元特異点に関す
るダーフィーの予想（特異点の幾何種数とミ
ルナー数の間の不等式）の解決もされている．
（ T． Ashikaga ： Normal two-dimensional 
hypersurface triple points and the 
Horikawa type resolution，Tohoku Math．J．
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44 (1992)，177‐200．）このように，代数曲
面論のみではなく，特異点論にも応用されて
いる． 

一方で，４次曲線族などのように２重被覆
の構造を自然に導入することの出来ない代
数曲面は多く，２重被覆の理論だけではさら
なる代数曲面論や特異点論の発展は難しい
と思われた． 

そこで，被覆次数が３以上の被覆に関する
研究に着目すると，一般の被覆次数に適用す
ることの出来る理論は構築されていなかっ
たが，３重被覆に関する先行研究(S．L． 
Tan：Triple covers on smooth algebraic 
varieties，Geometry and Nonlinear Partial 
Differential Equations AMS/IP Studies in 
Advaced Mathematics 29 (2002)，143‐164．  
等)が存在しており，基礎理論は完成しつつ
あった．しかし，２重被覆の被覆を与えるデ
ータは代数曲面上の有効因子であったが，３
重被覆の被覆データはより複雑であり，具体
的な問題への適用することが難しい状況で
あった． 
 また,スロープ４の超楕円曲線族のファイ
バーの種数と相対的オイラー・ポアンカレ標
数の関係に関して，既に証明していた不等式
を満たす不変量の組であっても，実際に曲線
族が存在しない場合があることを把握して
いた． 
 
 
２．研究の目的 
  １．で述べたように，被覆次数が３以上の
被覆に関する研究は被覆次数が３の研究は
いくつかあるものの具体的問題への適用と
いう点では難点を残していた．そこで，本研
究課題では被覆次数３以上である代数曲面
の被覆の基礎理論の構築を目的とする．特に，
巡回４重被覆，双２重被覆，３次対称群被覆
などの被覆に絞って以下の３点を遂行する
ことを主な目的とした． 
 
（１）被覆のデータの簡単な表し方を考察す
る． 
 
（２）被覆のもつ特異点の解消プロセスの構
成を行う． 
 
（３）解消後の代数曲面のオイラー・ポアン
カレ標数と標準因子の自己交点数の計算公
式を与える． 
 
目的（１）は目的（３）における計算公式

の簡略化を模索するものである．被覆を構成
する方法が変われば，被覆のデータの取り方
が異なる．3 重被覆に関する先行研究でも，3
重被覆データの表し方は異なる．本研究課題
では，今後諸問題に適用することが容易とな

るようにデータの表し方を簡略化していく． 
３次対称群被覆については，2006 年度から

引き続きの研究でもある． 
また，先行研究や本研究課題の成果を用い

て，以下のような具体的な問題に応用するこ
とも目的である． 
   
（４）スロープ４の超楕円曲線族のファイバ
ーの種数と相対的オイラー・ポアンカレ標数
の組の座標平面上での存在領域を確定する． 
 
（５）有理曲面上のある特異曲線が存在する
ことを証明する． 
 
 目的（４）は報告者が以前から研究してい
た問題の発展である．背景でも述べたように， 
不変量の組の座標平面上での存在領域は単
なる不等式だけでは記述できないことが判
明していた．そこで，この点を明らかにした
いと考えた．また，目的（４）では，今後の
被覆の構造をもつ代数曲線族のファイバー
の種数と相対的オイラー・ポアンカレ標数な
どの不変量の研究のモデルケースとしてい
く． 
目的（５）は，飯高（S．Iitaka：On 

logarithmic plurigenera of algebraic 
plane curves）による，対数的２-種数に関
する有理曲面上の分類の研究の発展を目的
としている． 
 対数的２‐種数の値により，有理曲面上の
非特異曲線はそれと双有理同値なヒルツェ
ブルフ曲面上の特異曲線で分類することが
できる．しかし，分類に現れたヒルツェブル
フ曲面上の特異曲線の中には実在するかど
うかが未知である曲線が存在する．これらの
存在性を確定し，分類表を完成させる． 
 
 
３．研究の方法 

2007 年度の研究では，３次対称群被覆，双
２重被覆や巡回４重被覆に関して目的（１），
（２），（３），応用に関して目的（４）を遂
行した．  
f：X → Y を正規代数曲面 Xから非特異代

数曲面への被覆とする．代数曲面 X,Y の有理
関数体をそれぞれ K(X)，K(Y)とおく．体の拡
大 K(X)/K(Y) がガロア拡大，で Gal(X/Y)が
３次対称群， ZZ 4/ ， ZZZZ 2/2/ ⊕ であると
き,f をそれぞれ３次対象群被覆，巡回４重被
覆，双２重被覆という． 
f が３次対称群被覆であれば，Gal(X/Y)に

位数２の元σが属する．ｇ：X → Z をσの
生成する群による Xの幾何学的商，ｈ：Z → 
Y を自然な射とする． 
このとき，f＝g･h が成り立ち，ｇは２重被覆，
ｈは非ガロア３重被覆であることがわかる．
従って，すべての３次対象群被覆はある正規



代数曲面の３重被覆のガロア閉包であるこ
とが分かる．特に，K(Z)=K(Y)(z) かつｚの
最小多項式は tszz 233 +− である． 

また，３次方程式のカルダノの公式から, 
K(X)＝K(Y)(w) かつ wの最小多項式は

336 s-2tww + である．ここで，K'を K(Y)
上 tw 3 + が生成する体とし，g'：W → Y を 
を Y上の K'-正規化とする．このとき,自然な
射 h'：X → W が存在し，ｆ＝h'･g'であるこ
とが分かる.従って，３次対称群被覆の構造
は巡回３重被覆 h'と２重被覆 g'との合成で
あること分かる．このことを利用して，既存
の２重被覆の理論と巡回３重被覆の理論を
元に３次対象群被覆の特異点解消プロセス
と不変量公式を与える． 
また，巡回４重被覆と双２重被覆も３次対

称群被覆と同様に構造を調べると，共に２つ
の２重被覆の合成により得られることが分
かるので，２重被覆の理論を用いて特異点解
消プロセスと不変量公式を与える． 

 目的(４)に関しては，スロープ４の超楕円

曲線族のファイバーの種数と相対的オイラ

ー・ポアンカレ標数の組の座標平面上での存

在領域がどの程度であるかを大まかに調べ

るために具体的に超楕円曲線族を数多く構

成することから始めた．計算を進めていくと,

相対的オイラー･ポアンカレ標数の値が大き

いものは構成することが可能であると予想

できた．この定理を実現するためには多くの

２重被覆のデータである分岐因子を構成す

る必要がある．そのために，以下の補題をは

じめに証明することした. 
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μ：
ｄΣ  → 

ｄΣ2 を０切断と無限遠切断を分岐

因子とする 2重被覆とする．上の補題により

得られた }{ kC をとると，被覆の逆像
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は 2-foldｊ重点を jl 個もつ．こ

こで, 2-foldｊ重点とはその点を中心とする

ブローアップにより通常 j重点に解消するこ

とのできる特異点をいう．これらの有効因子

を分岐因子とする d次ヒルツェブルフ曲面の

2 重被覆から得られる超楕円曲線族ｆのファ

イバーの種数はｇであり，相対的オイラー・

ポアンカレ標数χと相対標準因子 2K の自己

交点数はそれぞれ以下の値であることを示

すことができる． 
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となる．従って，上の式を満たす正の整数の

組 }{ jl を与えることと，スロープ４の超楕円

曲線族を与えることが同値となる． 

 この整数の組を数多く与え，三角数の性質

を用いることにより，相対的オイラー・ポア

ンカレ標数χのとる値の範囲を調べた． 

 
2008 年度の研究では，応用に関しては目的

（５）を遂行し，特に以下の定理にあらわれ
る特異曲線を扱った． 
 

定理２（飯高） S が複素非特異有理曲面
とする. S と S 上の非特異代数曲線 Cの対
（S,C）に対して, C の対数的２-種数が２で
あるとする．このとき，Cの種数は０または
１である．Cの種数が１のときは以下のいず
れかの対として双有理同値ある.  
(a-１) 射影平面上の９個の３重点をもつ 
３ｍ次曲線（ｍ≧２) 
(a-２) d次ヒルツェブルフ曲面上の７個の４
重点，２個の３重点をもつ F4d(88H ）＋ +∞ に
線形同値な曲線 (d=0,1,2) 
(a-３) d次ヒルツェブルフ曲面上の７個の３
重点，３個の２重点をもつ F3d(66H ）＋ +∞ に
線形同値な曲線 (d=0,1,2) 
(a-４) d 次ヒルツェブルフ曲面上の 11 個の
３重点，３つの２重点をもつ F2d(54H ）＋ +∞
に線形同値な曲線 (d=0,1,2) 
  
ただし， ∞H ，Fをヒルツェブルフ曲面の無限
遠切断とファイバーの線形同値類とする． 
 
この分類表にある特異曲線の構成を 2007

年度での分岐因子の研究の知見を元に遂行
した．構成の方法は分岐因子の構成と同様に
被覆の逆像を用いて構成した．ここでは２重
被覆だけではなく，３重被覆も用いている． 
 
 
４．研究成果 

非特異代数曲面 Y 上の３つの有効因子の組



（ 21 ,, BBA ）が以下の条件を満たす因子 L,M

をもつとき，巡回４重被覆データという． 
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巡回４重被覆データ（ 21 ,, BBA ）に対して，

p：Z → Y を分岐因子が 21 BB + である２重

被 覆 ， ｑ ： X →  Z を 分 岐 因 子 が

)
2

( 21 BBAp +
+＊

である 2重被覆とすると， 

ｐ･ｑは代数曲面 X から Y への巡回４重被
覆である．すべての巡回４重被覆は上のよう
に与えられることも示した．また，以下のよ
うにデータの極小性を定める． 
 

定義３ 巡回４重被覆データ（ 21 ,, BBA ）

に対して， 21 BB + が被約であるとき巡回４

重被覆データ（ 21 ,, BBA ）は極小であるとい

う．  

 
このとき，次の補題が成り立つ． 
 
補題４  巡回 4重被覆データが極小である

とき，X は正規である．また，任意の正規代
数曲面 Xから非特異代数曲面 Yへの巡回４重
被覆は極小データにより与えられる． 
 

補題５ 巡回４重被覆データ（ 21 ,, BBA ）

に対して A， 21 BB + が特異点もたないとき， 

X は特異点として高々有理２重点のみを正
規代数曲面である． 
 

 また，Y の点 P を中心とするブローアップ
ν：Y' → Y とするとき，Y'上の巡回 4重被 

覆データ（ 2
*

1
** ,, BBA ννν ）により定まる 

巡回４重被覆の正規化は以下の極小４重被
覆データから定まることも示した． 
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ここで，有効因子 Dに対して，εは Y'の例外
因子， Pm (D)は D の Pにおける重複度， 
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であるとする．([a]は a を超えない最大の
整数とする．) 
非特異代数曲面 Yの極小巡回４重被覆デー

タ（ 21 ,, BBA ）から定まる巡回 4重被覆に対
して， A， 21 BB + の特異点 Pを中心とする
ブローアップν：Y' → Y とすると，Y'上の
正規巡回 4重被覆をとることができる． 
この新しい巡回４重被覆の極小データを

（ 21 ',',' BBA ）とする．巡回４重被覆データ
（ 21 ',',' BBA ）に対して，同様の操作を繰り 
返し行えば，有限回のステップで得られた巡
回４重被覆データ（ 21 ,, BBA ）は A ， 21 BB +
が特異点をもたないようにすることができ
る．巡回４重被覆データ（ 21 ,, BBA ）によ
り定まる巡回 4重被覆は高々有理２重点のみ
をもつ．有理２重点の特異点解消は良く知ら
れているので，この方法により特異点解消プ
ロセスが構築できる．また，各ステップにお
ける巡回４重被覆データの計算公式は上で
与えられているので，これを元に不変量の計
算公式も与えることができる． 
 また，双２重被覆や３次対称群被覆につい
ても，同様の形式の解消プロセスを構築し，
不変量公式を得ることができた． 
 この研究により，代数曲面の被覆次数の小
さいガロア被覆については特異点解消プロ
セスと不変量公式を得ることが出来た．これ
らを用いて，具体的な特異点などの問題や，
ガロア被覆の分岐因子の特徴づけ等の問題
に応用することができると思われる． 
 
 さらに，被覆の応用として，超楕円曲線族
に関する次の定理も得た． 
 
定理６ 以下の(i)または(ii)の性質を満

たす正の整数の組(g,z)に対して，スロープ
４，ファイバーの種数がｇ，相対的オイラ
ー・ポアンカレ標数がｚである相対的極小超
楕円曲線族が存在する． 
(i) ｇは６以上の偶数かつ 22/2 −+≥ ggz  
(ii) ｇは５以上の奇数かつ 12 −≥ gz  
 
この成果により，相対的オイラー・ポアン

カレ標数の値が十分大きいとき，スロープ４
の超楕円曲線族が存在することが証明でき
た．一方，この定理の条件(i)，(ii)にある 
ｇの２次式を任意の１次式に変更した場合
には上の定理は成り立たないことも証明で
きる．つまり，この定理はｇの次数に関して
最良であることも分かる． 
 今後の展望としては，この定理では示され
ていない相対的オイラー・ポアンカレ標数の
値が小さい場合を扱い，存在領域の完全な確
定が目標となる．また，超楕円曲線族の構造
に着目したが，超楕円曲線族を一般化すると，
射影直線束の被覆で与えられる曲線族とな
る．そこで，スロープ，相対的オイラー・ポ



アンカレ標数，ファイバーの種数の関係と存
在領域の問題を双２重被覆，巡回４重被覆や
３次対称群被覆の場合に考察することも今
後の課題である． 
 
2008 年度の主な成果として次の定理が挙

げられる． 
 

定理 定理２の(a-１)，（a-２），（a-３），
（a-４）の特異曲線はすべて存在する． 
 
この定理により，複素非特異有理曲面 S上

の非特異代数曲線 Cで対数的２-種数が２，
種数が１であるものは４つの型に分類でき，
いずれも存在することが証明できた． 
対数的２-種数による代数曲線の分類にお

いて，代数曲線の存在性が確定せず，分類表
も完全なものとならないことは多い．2008 年
度の被覆の代数曲線の構成への応用の研究
の手法を用いれば，その他の分類表の完成も
見込めるものと期待する． 
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