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研究成果の概要（和文）：Molnar によってはじめられた乗法的スペクトル保存写像の研究を，

より一般の関数環や単位的半単純可換 Banach 環の場合に拡張した．さらにスペクトルに関す

る条件を弱め，末梢スペクトルやスペクトル半径を保存する写像に対しても類似の結果が成り

立つことを示した．また Banach 空間に値をとる微分可能関数や解析関数のなす関数空間にお

いて微分方程式を考察し，その Hyers-Ulam 及び Ger の意味での安定性が成り立つための十分

条件を与えた． 

研究成果の概要（英文）：Molnar investigated, what is so called ``multiplicatively spectra 

preserving maps” between C*-algebras, and characterized such maps. We generalized the 

result by Molnar to such maps between unital, semisimple commutative Banach algebras. 

In addition, we proved that quite similar results to the above hold for ``peripherally 

multiplicative maps” and ``spectra radii preserving maps”. We also investigated some 

differential equations in Banach space-valued function spaces, and gave a sufficient 

condition in order that Hyers-Ulam or Ger type stability hold.  
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１．研究開始当初の背景  

可換 Banach 環の元を調べるにはフーリエ
変換の一般化であるGelfand変換が重要な道
具となる．しかし Gelfand 変換の値域である 

スペクトルからは，もとの元の情報を完全に
取り出すことは一般に不可能である．それに
もかかわらず Molnar は「積のスペクトル保
存」という条件を設定することにより，スペ
クトルからある種の作用素の位相構造及び
代数構造が解明されることを示した．その後，
どのような空間の間の作用素に対して類似
の結果が成り立つのかが問題となった． 

 

２．研究の目的 

 本研究では，スペクトルに関する保存条件
をノルムやスペクトル半径などに弱め，関数
環や可換 Banach 環，さらにはある種の作用
素からなる非可換環に対しても，Molnar の
定理と同様の結果が成り立つことを示す． 

 

３．研究の方法 

Molnar 結果の興味深い点は，スペクトルの
情報だけから作用素の代数的性質と，C(X), 
C(Y)を可換Banach環と見たときの極大イデ
アル空間 X, Y の位相構造の関連が得られる
点にある．他方において，Luttman and 

Tonev は ス ペ ク ト ル 全 体 で は な く ，
peripheral スペクトルといわれるスペクト
ルの最遠点のみの情報から Molnar の結果
が導かれることを示している．つまり重要な
のはスペクトルの内側ではなく，その境界部
分であり，しかも境界点の中でも原点に近い
点は必要ないのである．この結果を踏まえる
と，スペクトルの中でもより少ない情報から
必要な情報を取り出したい，という願望が自
然に湧いてくる．一般に peripheral スペク
トルのもつ情報はスペクトルのそれよりも
遥かに少ないが，これらの情報はすべて必要
不可欠なのであろうか？このようなごく自
然な疑問から，peripheral スペクトルを，原
点からの距離であるノルムに置き換えると
いう発想に至る．まずはスペクトルをノルム
に置き換えた場合にも Molnar と同様の結
果が得られるかを考察する．その後，ノルム
保存写像の摂動を考え，その安定性を調べる
必要がある．これらを研究する上で C(X) が
重要な情報を含んでいるので，まず C(X) に
対する Molnar の結果の拡張を試みる．その
結果を土台にして，正則な関数環，正則な可
換 Banach 環を考察する．  

 

４．研究成果 

 可換 Banach 環上の環準同形写像の構造に
ついて次の結果を得た．まず可換 Banach 環
の間の環準同型写像が全射であるとき，それ

は線型部分，共役線型部分さらに不連続部分
に分割されることを示し，全射環準同型写像
の構造を解明した．この表現により，正則な
可換 Banach 環の環準同型写像による像とな
る可換 Banach 環は，自動的に正則であるこ
とが得られた．特に円板環などの解析関数の
なす環は，正則な可換 Banach 環の環準同型
写像の像とはなりえないことが分かる．さら
にコンパクト Abel 群上の Lp 空間は極大イ
デアル空間が無限連結集合となる可換
Banach 環の環準同型写像による像とはなら
ないことも示された．これらは Molnar 及び 

Takahasi and Hatori の結果の精密化であ
る．摂動とその安定性に関する問題について
は，開区間上の複素数値関数に対する微分方
程式 y’(t) = h(t)y(t) が Ger の意味で安定性
をもつための必要十分条件を関数 h の言葉
で与えた．さらに y’(t) = h(t)y(t) が安定性を
もつとき，安定性に関する定数が定まるが，
その定数が最良であることも示した．また 

Hilbert 空間上の自己共役作用素及び正規作
用素に対する Hyers-Ulam-Rassias の意味
での安定性を考察し，近似的な自己共役作用
素及び正規作用素はそれぞれ真の自己共役
作用素，正規作用素であることを示した．一
方で Hyers-Ulam の意味においては自己共
役作用素の安定性が成り立たない例を与え，
正規作用素に対しては安定性が成り立たな
いことを証明した． 

 次にスペクトルを保存する写像の構造に
ついて次の結果を得た．まず関数環の間の二
変数単項式の peripheral スペクトル保存写
像の形を，その値域が十分な峰関数を含むと
きに決定した．特に二変数単項式の次数の最
大公約数が 1 であれば，そのような写像は
Banach 環としての等距離同型写像，つまり
荷重合成作用素に拡張されることも示した．
さらに単位元の存在を仮定しなくとも，その
ような関数環の間の peripheral スペクトル
保存写像は Banach 空間としての等距離同型
写像となることを示した．これは本研究分野
を発展させた Luttman and Tonev の結果の
拡張となっている．もしも，それらの環があ
る種の近似単位元を有すれば，それらは
Banach 環として等距離同型であることも示
した．一方で近似単位元の存在を仮定しない
とき，Banach 空間としては同型であるにも
関わらず，Banach 環としては同型でないよ
うな例を具体的に構成した．近年，非可換
Banach 環上のスペクトル保存写像の研究が
活発になされているが，単一の写像ではなく，
積のスペクトルを保存する写像の組を考え
ることにより，これまで独立に研究されてき
た対号構造を考慮したスペクトル保存写像
の研究を統一的に扱う手法を導入した．この
研究論文以降，これまでの研究結果の本質が



さらに鮮明になってきている．また摂動の安
定性の研究においては，乗法的汎関数の
Hyers-Ulam-Rassias の意味での安定性を示
すとともに，その写像が近似的環準同型写像
であれば，それは真の環準同型写像であるか，
または近似的零写像であることを示した．さ
らに積を一般化し，ある種の二項演算に対し
て同様の超安定性問題を考察し，その十分条
件を与えるとともに，安定性に関する最良定
数を決定した． 

 乗法的にスペクトルを保存する写像の
研究は，σ(S(a)S(b)) = σ(ab)を満たす全
射 S の特徴づけがこれまでに行われてき
た．一方でσ(S(a)S(b)*) = σ(ab*)を満た
す全射 S の特徴づけは別の研究として独
立に進められてきた．ただし*は複素共役
を一般化した概念である対号である．
我々はσ(S(a)T(b)) = σ(ab)を満たす全
射の組(S,T)を考察することにより，これ
までの研究を統一的に扱うことに成功し
た．より正確には，単位的半単純可換
Banach 環 A,B の間の全射の組 S,T に対
して r(S(a)T(b)-1) = r(ab-1) (a,b∈A), 
S(1) = T(1) = 1 が成り立てば，S = T であ
り，さらに S は実多元環としての同形写
像であることを示した．ここで r(・)はス
ペクトル半径を表す．このとき，これま
で主に調べられてきたスペクトル条件σ
(S(a)S(b)) = σ (ab) が成り立てばσ
(S(a)S(b)-1) = σ(ab-1)であり，このこと
より r(S(a)S(b)-1) = r(ab-1)であるから，
我々のスペクトル半径に関する仮定は既
存の条件よりも弱いものであることが分
かる．その後，スペクトルの代わりにス
ペクトル半径を保存する全射の研究が盛
んになされるようになった．我々はスペ
クトル半径のもとでは加法的な写像は，
本質的に実多元環としての同形写像であ
ることを示した．この結果は，Rao, Tonev 
and Toneva 及び Tonev and Yates の定
理の拡張となっている． 
最後に，写像の組に対する考察を発展させ，

スペクトル半径に関する等距離写像の組の
構造を解明した．実際 I を任意の集合とし，
A,B を単位的半単純可換 Banach 環とすると
き，全射 S,S’及び T,T’が r(T(a)-T’(b)) = 

r(S(a)-S’(b))を満たすとき，S と T, S’と T’は
それぞれ荷重合成作用素の形で表されるこ
とを示した． 
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