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研究成果の概要：パンルヴェ方程式を含む常微分方程式系を,アフィン・リー環という代数系か
ら構成される偏微分方程式系（ソリトン方程式）の相似簡約として構成し,多くの方程式系のも
つ対称性（アフィン・ワイル群による変換やハミルトン形式による記述など）を統一的に扱え

ることを示した。 
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１． 研究開始当初の背景 
 
非線形偏微分方程式で記述されるソリトン
系およびそのリダクションとして得られる
非線形常微分方程式であるパンルヴェ方程
式について, アフィン・リー環で記述される
対称性の視点により研究を行っている。 
パンルヴェ方程式やその差分化，q 差分化
により得られる一連の方程式は，その豊富な
対称性のため，解や方程式自身の構造に関す
る解析的な研究にとどまらず，位相的場の理
論や代数幾何, 微分幾何, ランダム行列など
非常に多くの分野にも研究対象として現れ, 
今後も様々な応用，発展が続くと思われる。 

 
ここでリダクションと述べているのは，偏
微分方程式からその自己相似解の満たす常
微分方程式を求めることであるが，多くのソ
リトン方程式の解がリダクションによりパ
ンルヴェ方程式の解となることがアブロヴ
ィッツ，ラマニ，シーガーらにより発見され，
逆散乱変換で解ける非線形偏微分方程式と
パンルヴェ性をみたす常微分方程式との間
になんらかの関係があると考えられるよう
になった(1970 年代)。その後, 神保道夫, 三
輪哲二, 上野喜三男によるスペクトル保存変
形とモノドロミー保存変形を記述する線形
方程式の対応(1980年代)や，野海正俊, 山田
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泰彦によるアフィン・ワイル群対称性を用い
たパンルヴェ方程式の研究(1990 年代)など
により 
これらの方程式系やその特殊解が，対称性を
表す代数構造のレベルで対応することが明
らかにされつつある。特に野海・山田の与え
たパンルヴェ方程式の一般化であるアフィ
ン・ワイル群対称性をもつ常微分方程式系は，
ドリンフェルト・ソコロフ階層とよばれるソ
リトン系のリダクションとして構成するこ
とができる。 
本研究代表者菊地はこの対応に注目して，
池田岳, 筧三郎との共同研究において，考え
るソリトン系のクラスを一般化ドリンフェ
ルト・ソコロフ階層と呼ばれるソリトン系ま
で拡張し，最初の成果として変形矢嶋・及川
方程式とパンルヴェ V 型方程式の関係を明
らかにした (2003 年)。さらにこの研究を推
し進めて, 
(1) 一般化ドリンフェルト・ソコロフ階層の
さらなる一般化。 

(2) パンルヴェ方程式のアフィン・ワイル群
対称性のソリトン系への持ち上げ。 

(3) 相似簡約の Lie 代数的定式化, 
の３つの成果を得，筧三郎との共著論文とし
て発表した (2004年). 
 
 
 
 
２．研究の目的 
 
上記の筧三郎との共同研究の応用として，次
の成果が得られた： 
(1) A_1^(1)型アフィン・リー環の対称性をも
つ二種類のソリトン方程式階層のうち，
微分型非線形シュレーディンガー方程式
階層の神保, 三輪, 上野によるモノドロ
ミー保存変形の研究や，グラマティコス、
ラマニによる離散パンルヴェ方程式の研
究を含む形での定式化を与えた。 

(2) それまでソリトン方程式のリダクション
としては得られていなかったパンルヴェ 
VI型方程式の構成に成功した(2007年)。 

(3) 神保・坂井による q 差分パンルヴェ VI 
型方程式が，ソリトン方程式の差分化と
して再構成されることを示した(2006年)。 

このような応用がある理由として，我々の研
究における方程式の定式化が一般的である
ことを挙げられる。 
そこで，本研究では，パンルヴェ方程式を
含むモノドロミー保存系の対称性，特にハミ
ルトン構造に注目し，この構造とソリトン方
程式の持つ対称性との関連を代数的な視
点により明らかにすることを目標とす
る。  
 

 
 
３．研究の方法 
 
非線形の方程式であるパンルヴェ方程式が
持つ豊富な構造を見つける方法として，単独
2階の方程式を連立 1階系で表す際に，従属
変数の多項式で表されるハミルトニアンに
よるハミルトン系で表示できること，および
線形方程式のモノドロミー保存変形を記述
する方程式として表せることが挙げられる。
一方，ソリトン方程式系は無限個の保存則を
もち，またスペクトル保存変形方程式として
の記述をもつ。パンルヴェ方程式とソリトン
方程式の対応では，スペクトル保存とモノド
ロミー保存の方程式まで拡張できるが，保存
則の関係は明らかではない。そこで，ハミル
トン系としてのパンルヴェ方程式とソリト
ン系の間に幾何学的な対応があるのではな
いかという問題を考えることは自然かつ重
要である。 
また，パンルヴェ方程式のハミルトン系と
しての構造は，対応するモノドロミー保存変
形方程式から導かれるものと，方程式のパン
ルヴェ性に基づいた解析により導かれるも
のがあり，両者で得られるハミルトン方程式
は一致している。 
このように発見の背景にあるものは地道
な計算であり，代数的な道具が整備されつつ
ある状況でも，やはり個々の例に対する計算
を積み重ね，そこで得られるデータを基にこ
れらの構造とソリトン方程式の背後にある
表現論的な対称性の対応を考えることにな
る。 
 
 
 
 
４．研究成果 
 
(1) アブロヴィッツ・カウプ・ニューエル・
シーガーによる，２次行列係数の線形微
分方程式の両立条件として定義されるソ
リトン方程式系（AKNS階層）に，さらに
反自双対ヤン・ミルズ（ASDYM）方程式が
両立するような偏微分方程式系に制限条
件を加えることにより，神保・三輪によ
ル６種類のパンルヴェ方程式に付随する
線形問題のうち５つが統一的な方法で得
られることを示した。このうちパンルヴ
ェIII, IVがAKNS階層の相似簡約で得ら
れることは神保・三輪 により，パンルヴ
ェ VI と ASDYMの関係はメイソン・ウッ
ドハウスらにより知られているが，ここ
ではこれらの結果を含む形で一般的な定
式化を行い，2+次元非線形シュレーディ
ンガー方程式の相似簡約で パンルヴェV



 

 

型方程式が得られることまで明らかにす
ることに成功した。筧三郎との共同研究。 

(2) 上の成果の応用として，トレイシー・ウ
ィドムによるパンルヴェ方程式の行列積
分解がソリトン方程式の特殊解から再構
成できることを示した。 

(3) ソリトン方程式のハミルトニアンと，ソ
リトン方程式の保存量にあたる関数が相
似簡約で対応していることを，上に述べ
た AKNS-ASDYM階層の場合に示した。 

(4) 戸田場方程式の一般化である変形ポ
ールマイヤー・ルンド・レジェ方程
式の相似簡約としてパンルヴェ III
型方程式を構成した。 

(5) 双有理変換で記述されるパンルヴェ
III 型方程式の全ての対称性がソリ
トン方程式の持つ対称性からの簡約
として得られることを示した。パン
ルヴェ III 型方程式の場合，ワイル
群対称性の現れ方が他のパンルヴェ
方程式とは違う形であったため，発
見が遅れていたのだが，ここに来て
初めて明らかになった。 

(6) パンルヴェ III 型方程式のハミルト
ニアンと変形ポールマイヤー・ルン
ド・レジェ方程式の保存量との対応
を記述した。 

(7) 変形ポールマイヤー・ルンド・レジ
ェ方程式を含むソリトン方程式の階
層と上記 (1)の反自己双対ヤン・ミル
ズ方程式を含む階層とのとの関連を
明らかにした。この結果と上記 (5)に
より，ひとつのソリトン方程式系に
対する対称性から多くのモノドロミ
ー保存系のもつ対称性を統一的に説
明することができ，さらなる一般化
が期待できる。 
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