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研究成果の概要（和文）： 極限操作により可積分力学系が連続または超離散系に変換されると

き，方程式の解の振舞及び付随する様々な性質がどのように反映されるかということに着目し

て研究を行った．特に超離散系においては，超離散周期戸田格子---可積分系周期箱玉系---に対

して，トロピカル代数幾何を用いて対応するトロピカルスペクトル曲線を発見し，付随するト

ロピカルテータ関数を用いて一般解を構成した．離散系においては高次元有理多様体との関係

する例を発見した．また有理楕円曲面への作用を用いて可積分自励系の分類を行った． 
 
研究成果の概要（英文）： I studied how property of solutions reflects through limiting 
procedure from discrete dynamical systems to continuous or ultra-discrete systems. 
Especially, on ultra-discrete systems, by using tropical algebraic geometry, I found tropical 
spectral curve for ultra-discrete periodic Toda lattice, which is essentially equivalent to the 
integrable box and ball system. On discrete systems, I clarified relationship between some 
dynamical systems and higher dimensional rational variety. Moreover, using rational 
elliptic surfaces, I classified integrable autonomous systems.      
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１． 研究開始当初の背景 
 
近年，可積分力学系，特に離散および超離散
可積分系の研究が活発に行なわれている．特
に離散力学系においては坂井秀隆氏により
始められた離散パンルヴェ方程式と有理曲
面の関係に関する研究，超離散可積分系にお
いては高橋大輔氏，薩摩順吉氏，時弘哲二氏，

国場敦夫氏らによる可積分箱玉形について
の研究が注目を集めていた．前者においては
筆者も代数的エントロピーの計算など，一定
の貢献を果たしていた．また前者において，
自励系の場合，有理楕円曲面への作用とみな
せるが，そのより詳細な分類が可能なはずで
あった．後者においては，組み合わせ論的な
複雑な議論を経て解が導かれていたが，その



幾何学的背景については，対応する離散およ
び連続系においては知られていたにもかか
わらず，その幾何学的背景については未知で
あった． 
 
２． 研究の目的 
 
本研究の目的は，極限操作により可積分力学
系が連続または超離散系に変換されるとき，
方程式の解の振舞及び付随する様々な性質
がどのように反映されるのかを明らかにす
ることである．多くの離散可積分系は適当な
極限操作により，代数的な性質を保ったまま
常微分方程式系や超離散系に変換される．本
研究ではこれらの極限操作により解の代数
構造や複雑さ，初期値空間といった性質がど
のように反映されるのかということについ
て知見を得ることを目的とした． 
 特に有理（楕円）曲面，トロピカル代数幾
何等を用いた幾何学的なアプローチにより，
これらを包括的にとらえることを目的とし
た． 
 
３．研究の方法 
 
以下の７つの項目について研究を行い，一定
の成果を得た． 
 
（１） 鈴鹿医療科学大学の井上玲氏と共同

で，離散周期戸田格子の超離散化で
得られる超離散系について，近年ミ
カルキンらにより導入されたトロピ
カル幾何学を用いて研究した．離散
方程式の Lax 表示から定まるスペク
トル曲線のトロピカル化が超離散方
程式において，どのような役割を果
たすのかということに焦点をあてて
研究を行った。 

（２） （１）に引き続き，鈴鹿医療科学大
学の井上玲氏と共同で，超離散周期
戸田格子ついて研究を行った。特に
Mikhalkin-Zharkov によるトロピカ
ルテータ関数を用いて一般解を表示
することを目指した。そのために Fay
の恒等式のトロピカル版を導入した。 

（３） 九州大学の津田照久氏と共同で，高
次元のパンルヴェ型離散力学系の初
期値空間を構成し，タウ関数の幾何
学的意味づけを行った． 

（４） 東京海洋大学の関口良行氏，東京電
気通信大学の脇隼人氏と共同で，実
代数幾何学の多項式最適化への応用
について研究した． 

（５） ルーマニア核物理研究所の A. S. 
Carstea 氏と共同で有理曲面上の力
学系のうち，ファイバー構造の自己
同型を引き起こすものについて，初

期値空間を用いた分類を行った． 
（６） 東京大学の坂井秀隆氏，ノーザンコ

ロラド大学の A. Dzhamay 氏と共同
で線形微分方程式のShlesinger変換
についてハミルトン系としての母関
数を求めた． 

（７） パリ第７大学の Grammaticos 氏，エ
コールポリテクニクの Ramanai 氏，
九州大学の津田氏らと共同で，変わ
ったふるまいをする可積分離散力学
系について初期値空間を用いた研究
を行った。 

 
４．研究成果 
 
３の（１）から（７）に対応して以下のよう
な成果を得た． 
 
（１） 離散周期戸田格子の超離散化で得ら

れる超離散系について，トロピカル
スペクトル曲線を用いて相空間から
トロピカルヤコビ多様体への写像を
構成できることを示した．そのため
に Adler - van Moerbeke による Lax
行列の固有ベクトル写像のトロピカ
ル化を導入した．また可積分箱玉形
との関係を明らかにした．可積分箱
玉形はソリトン方程式だけでなく，
量子可積分系や表現論，組み合わせ
論ともつながる興味深い対象だが，
上記の研究により，初めてトロピカ
ル代数幾何的なアプローチが可能に
なった．（論文②⑥） 

（２） Fay の恒等式のトロピカル版を発見
し，応用として超離散周期戸田格子
の完全解を求めた．その際，超離散
版の広田の双線形恒等式を用いた．
結果として，極めて自然な一般解の
表示を得た．（論文③⑤） 

（３） 射影直線の直積空間をその部分多様
体でブローアップしてできる有理多
様体の族に対し，その擬同型写像が
ワイル群を成すことを示した．その
うちアファインな部分を取ってくる
と，高次元のパンルヴェ型離散力学
系が得られる．また初期値空間とタ
ウ関数との関わりを明らかにした．
（論文④） 

（４） 多項式最適化問題に対して緩和法を
用いて得られる半正定値計画問題が
強双対性を持つための必要十分条件
を，実イデアルを用いて定式化した．
ま た ， G. E. Collins に よ る
Cylindrical  Algebraic 
Decomposition を応用して，与えられ
た実多項式環のイデアルに対してそ
の消滅イデアルを計算するアルゴリ



ズムを見出した．（プレプリント
arXiv:0901.2998） 

（５） 有理楕円曲面上の力学系の分類を行
い，特に楕円ファイバーを保たない
ものについて興味深い例を発見した．
また，射影平面上の９点でブローア
ップしてできる有理曲面が，いつ楕
円曲面になるかという問題に関して，
周期積分を用いた簡明な必要十分条
件を見出した．これは，９点が一つ
の楕円曲線上の異なる点である場合
には古典的な結果であるが，そうで
ない場合には新しい結果である．（論
文投稿中） 

（６） 線形微分方程式のShlesinger変換の
母関数を求めた．Shlesinger 変換は
線形微分方程式の解に対する変換で
あって，線形差分方程式の特性指数
を有限値ずらすものなので互いに可
換であり，方程式のレベルで見ると，
非線形で可積分な差分方程式が得ら
れる．また差分力学系において母関
数は差分版のHamilton表示とみなせ
ることも分かる．従って，上記の結
果により，Shlesinger 変換として得
ら れ る 多 く の 差 分 系 の 差 分 版
Hamilton 表示が求められたことにな
り，離散力学系の理論への貢献が期
待できる．（論文準備中） 

（７） 初期値空間を計算し，そのファイバ
ー構造およびそこへの作用を確定し
た．代数的次数の増加がフィボナッ
チ数になる例を発見した．（論文⑦） 
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