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研究成果の概要：各単純因子の実階数が 2 以上の半単純リー群の格子部分群による、測度空間

上の作用に関する剛性を証明した。つまり、そのような格子部分群の自己 ME カップリングか

らそれが属するリー群への同変写像を構成した。また、曲面の写像類群による作用からできる

測度論的同値関係の外部自己同型群を調べ、特に、曲面上の単純閉曲線を用いて定義される一

般化されたベルヌーイ作用に対し、その群を計算した。 
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１．研究開始当初の背景 
 
 可算で離散な群のことを離散群と呼ぶ。本
研究で扱う対象は、離散群による標準確率空
間上のエルゴード的で本質的に自由な作用
である。このような作用を e.f.m.p.作用と呼
ぶことにする。離散群による e.f.m.p.作用の
間には共役と軌道同値と呼ばれる二つの同
値関係が定義される。二つの離散群ΓとΛが、
標準確率空間 X、Y 上にそれぞれ e.f.m.p.で
作用しているとする。その二つの作用が共役
であるとは、測度空間としての同型 f:X-->Y
と群同型 F:Γ-->Λで、 
     f(γx)=F(γ)f(x) 

がΓの任意の元γと X のほとんど全ての点 x
について成り立つようなものが存在すると
きをいう。また、二つの作用が軌道同値であ
るとは、測度空間としての同型 f:X-->Y で、 
     f(Γx)=Λf(x) 
が Xのほとんど全ての点 xについて成り立つ
ようなものが存在するときをいう。種々の離
散群による e.f.m.p.作用を共役または軌道
同値によって分類することは、エルゴード理
論において基本的かつ重要な問題の一つで
ある。軌道同値になるような e.f.m.p.作用を
持つ二つの離散群は測度同値であると呼ば
れる。測度同値は、離散群の間の同値関係を
定め、近年、測度同値によって離散群を分類



する研究が活発に行われている。中でも、次
のような離散群は、測度同値の意味で剛的で
あることが知られている。 
 
定理：G を非コンパクトで中心が自明な単純
リー群で実階数が 2 以上のものとする。この
とき、Gの格子部分群と測度同値な離散群は、
G のある格子部分群とほとんど同型である
(Furman)。このような格子部分群を高階格子
部分群と呼ぶことにする。 
 
定理：二つ以上の非初等的双曲群の直積群に
よる e.f.m.p.作用で、各因子群がエルゴード
的に作用するようなものは（ある緩やかな条
件下で）超剛的である。つまり、そのような
作用と軌道同値な e.f.m.p.作用は、実は共役
である（Monod-Shalom）。 
 
定理：コンパクトで向き付け可能な非例外的
曲面に対する写像類群と測度同値な離散群
は、その写像類群とほとんど同型である。ま
た、そのような写像類群の直積群に対しても
同様な主張が成立する(Kida)。 
 
二つ目の Monod-Shalom による例にあるよ

うに、ある種の直積群が様々な意味で剛性を
持つことが知られており、三つ目の例にもあ
るように、この現象は写像類群の直積に関し
ても観察されている。そこで、一つ目の例に
あるような単純リー群の格子部分群による
直積群がまた剛性を持つかどうかという疑
問が自然にわき上がってくる。写像類群の直
積群が剛性を持つことの証明では、写像類群
が、 Monod-Shalom が導入した離散群のクラ
ス Cに属するという性質が重要な役割を果た
す。この性質により、直積群に関する剛性の
問題が、それぞれの因子群に関する剛性の問
題に帰着させることができるからである。と
ころが、高階格子部分群はクラス Cに属さな
いことがBurger-Monod により示されている。
よって、写像類群の場合と同じような道筋で
は、高階格子部分群の直積群の剛性を示すこ
とはできない。しかしながら、Furman の定
理の証明で用いられている、Zimmer のコサ
イクル超剛性定理は、高階格子部分群の非常
に強い剛性を指し示すものであり、それらの
直積群の剛性を証明する上でも有用な道具
になると思われる。 
 以上が本研究開始当初の背景である。 
 
 
２． 研究の目的 
 
(1)高階格子部分群の直積群が測度同値や軌
道同値の意味で剛性を持つことを証明する
ことが第一の目標である。簡単のため、二つ
の群による直積群しか考えないことにする。

G、Hを実階数が 2 以上の非コンパクトで中心
が自明な単純リー群とする。このとき、G と
H の格子部分群の直積は、G×H の格子部分群
と測度同値であることがわかる。そこで、次
のような主張を証明したい：G×H の格子部分
群Γと測度同値な離散群は G×H のある格子
部分群とほとんど同型である。 
このことの証明の副産物として、そのよう

な格子部分群Γを格子部分群として含むよ
うな局所コンパクト位相群 Lを決定すること
ができる。すなわち、Lは G、H、Γによるコ
ンパクト群上の作用からできる半直積群と
ほとんど同型になる。 
 
(2)Furman は高階格子部分群Γの測度同値に
関する剛性を証明した後、Γによる e.f.m.p.
作用からできる（測度論的）同値関係の外部
自己同型群を計算している。結果として、多
くの場合、その計算はΓの作用と同変になる
ようなもの全体からなる群を調べることに
帰着することがわかる。これにより、具体的
なΓの e.f.m.p.作用からできる同値関係の
外部自己同型群を計算することができる。こ
の計算においては、Γの自己 ME カップリン
グからΓを含むリー群への同変写像の存在
が鍵となる。 
一方で、以前行ってきた写像類群の作用に

関する研究において、写像類群の自己 ME カ
ップリングから写像類群への同変写像の存
在を証明した。このことを用いて、写像類群
による e.f.m.p.作用からできる同値関係の
外部自己同型群の計算は、その作用と同変な
ものからなる部分群の計算に帰着すること
を示したい。写像類群による具体的な作用と
しては、写像類群の幾何学的な部分群からで
きる、一般化されたベルヌーイ作用がある。
この作用からできる同値関係の外部自己同
型群を正確に求めたい。 
 
 
３． 研究の方法 
 
(1)G、H を実階数が 2 以上の非コンパクトで
中心が自明な単純リー群とする。Γを G×H
の格子部分群とする。Furman の表現定理によ
り、Γと測度同値になる離散群を調べるには、
Γの自己 ME カップリングを調べればよいこ
とがわかる。Γの自己MEカップリングとは、
Γ×Γが保測に作用する測度空間で、Γ×
{e}と{e}×Γの各作用が本質的に自由で有
限測度の基本領域を持つようなもののこと
をいう。 
Γの自己 ME カップリングが与えられたと

き、Γの二つの e.f.m.p.作用からできる亜群
の間の同型が得られる。一方、その作用から
G×H の e.f.m.p.作用が誘導され、それらか
らできる亜群の間の同型 fが得られる。この



同型fがどのような性質を持つかを調べるこ
とが中心となる。具体的には、Zimmer のコサ
イクル超剛性定理を駆使することにより、G、
H それぞれの作用からできる部分亜群が f に
より保存されることを示す。このことが証明
されれば、G、H それぞれの作用からできる亜
群の間の同型が得られることになるから、
Zimmer のコサイクル超剛性定理を再び用い
ることにより、この亜群の同型が二つの作用
の間の共役から来るものであることが証明
される。 

以上をまとめると、Γの自己 ME カップリ
ングから G×H への同変写像を構成すること
ができ、このことからΓの剛性を証明するこ
とができる。 
 
(2)すでに述べたように、これまでの研究で、
写像類群の自己 ME カップリングから写像類
群への同変写像の存在が証明されている。こ
れを用いて、写像類群による e.f.m.p.作用か
らできる同値関係の外部自己同型群を計算
する。より具体的には、そのような同値関係
の自己同型 f が与えられれば、f に付随する
写像類群の自己 ME カップリングを構成する
ことができ、そこから写像類群への同変写像
が f についての情報を持つことになる。これ
を用いて、f を同値関係の意味でのある内部
自己同型で摂動させてやることにより、f は
結局写像類群の作用に関して同変なものに
変形させることができる。 

ゆえに、写像類群の作用からできる同値関
係の外部自己同型群の計算は、作用に関して
同変になるようなもの全体の計算に帰着さ
れることが証明される。 
 Γを離散群、K をΓが作用する可算離散空
間、Y を標準確率空間とする。X を、Kを添字
集合とするような Yの直積空間 Y^K とすると、
ΓはX上に添字集合上の左掛け算として作用
する。このX上の作用は多くの場合、e.f.m.p.
となることが知られており、一般化されたベ
ルヌーイ作用と呼ばれる。Γを写像類群とし、
K を、曲面上のある単純閉曲線のアイソトピ
ー類 a のΓ-軌道とする。このときの一般化
されたベルヌーイ作用からできる同値関係
の外部自己同型群を正確に計算する。前段落
で述べたことにより、この計算は作用と同変
な、同値関係の自己同型 fを調べればいいこ
とになる。 

Γ(a)をΓの元で a を固定するもの全体か
らなる部分群を表す。Γ(a)の X 上の作用に
対するエルゴード分解を求めることが重要
なステップとなる。Γ(a)による K 上の作用
の{a}以外の軌道が無限個の元からなること
が示されるから、これを用いると、X から a
を添字とする Y への射影が、Γ(a)による X
上の作用に対するエルゴード分解であるこ
とがわかる。f はこのエルゴード分解を保存

しなければならないから、f は Y の確率空間
としての自己同型を誘導することになる。以
上をふまえると、上記のような、写像類群の
一般化されたベルヌーイ作用からできる同
値関係の外部自己同型群は Yの確率空間とし
ての自己同型群と同型になることが示され
る。 
 
 
４．研究成果 
 
(1) G, H を実階数が 2 以上で、非コンパクト
かつ中心が自明な単純リー群とする。Γを G
×H の格子部分群とする。すでに述べたよう
に、Γと測度同値な離散群を調べるためには、
G×H による二つの e.f.m.p.作用からできる
亜群 M、Nの間の同型 fを調べる必要がある。
M、Nの部分亜群として、G×Hの部分群G×{e}、
{e}×H の作用からできるものをそれぞれ
M(G)、M(H)、N(G)、N(H)と表すことにする。
まず示されることは、f がこれらの部分亜群
を保存するということである。例えば、f が
M(G)を N(G)に、M(H)を N(H)に写すとする。
これから、M(G)から Gへのコサイクルと M(H)
から H へのコサイクルが構成される。これら
のコサイクルに Zimmer による超剛性定理を
適用すると、これらのコサイクルが Gや H の
同型からくるものであることがわかる。以上
により、特に次の主張が示されたことにな
る： 
 
定理：G×H の二つの e.f.m.p.作用が軌道同
値ならば、それらは共役である。 
 
またこの主張を用いると、Γの自己 ME カ

ップリングから Aut(G×H)への同変写像を構
成することができる。Furman による表現定理
を適用すると、Γと測度同値になる離散群Λ
に対し、Λから Aut(G×H)への表現を得るこ
とができる。さらにこの表現の核は有限であ
ることがわかる。ゆえに、今後はこの表現の
像を調べる必要がある。 
 
(2)Γをコンパクトで向きづけ可能な、例外
的でない曲面に対する写像類群とする。標準
確率空間X上のΓによるe.f.m.p.作用が与え
られたとき、それからできる同値関係 R が、 

R={(x,γx)∈X×X|x∈X, γ∈Γ} 
で定義される。Out(R)で R の同値関係として
の外部自己同型群とする。Rの自己同型fで、
Γの自己同型 F が存在して、等式 
  f(γx)=F(γ)f(x) 
が任意のγ∈Γとほとんどすべての x∈X に
ついて成り立つようなもので代表される
Out(R)の元全体を A(R)と表す。A(R)は Out(R)
の部分群である。このとき、次が示される： 
 



定理：上の記号で、Out(R)=A(R)が成り立つ。 
 
特に、Γの作用が 3.(2)で述べたような一般
化されたベルヌーイ作用で与えられる場合、
A(R)の計算は次のようにしてなされる： 
 
定理：Y を 3.(2)での記号とし、Γの作用が
そこで与えられているような一般化された
ベルヌーイ作用とすると、A(R)は Aut(Y)と同
型である。 
 
よって、もし、Yを Aut(Y)が自明になるよう
なものとしてとると、それからできるΓの作
用に対する Out(R)は自明になる。Out(R)が自
明になるような R の構成は、長年研究されて
いる対象であり、いくつか知られているが、
本研究により新たな構成が与えられたこと
になる。 
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