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研究成果の概要：

頂点作用素代数の構造論とその自己同型群の指標理論の間には深い関連があると考えられてい

る。その一端を明らかにすべく、頂点作用素代数の構造論及び表現論の両方から自己同型の情

報を具体的に計算しうる公式を導出する研究を行った。

頂点作用素代数の構造論からのアプローチでは、これまで頂点作用素代数の場合に考えられ

ていたグライス代数の概念を頂点作用素超代数の場合へと一般化を行い、拡大されたグライス

代数を定式化することで、その上の跡公式を導出した。また、得られた跡公式を散在型有限単

純群の一つであるベビーモンスターをその自己同型群に持つ、ベビーモンスター頂点作用素

超代数に応用し、ベビーモンスターの 2A 元と N=1 c=7/10 ヴィラソロ頂点作用素超代数と

の間の一対一対応関係を確立した。この成果は今後ベビーモンスターから描かれる拡大 E7

型ディンキン図形の研究に応用できる。

表現論からのアプローチでは、半単純ではない表現から得られる圏の構造について調べ

るべく、C2有限条件を満たしているが有理型ではない頂点作用素代数の無限系列であるト

リプレット W(p)代数の表現から得られる圏の研究を行った。これまでにアーベル圏として

の構造をほぼ決定できた。その後関連する研究情報と比較を行った所、表現の圏が半単純

でない場合には、テンソル積がブレイディングを持たない可能性があることが判明した。

この問題に関しては未だ解決を見ていないが、今後の研究方針を決める上で非常に示唆的

であり、この分野の研究はますます重要性を増すものと考えられる。
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１．研究開始当初の背景
頂点作用素代数は二次元共形不変性を司る
ヴィラソロ代数の対称性を拡張した概念で
あり、二次元共形場理論を代数的に定式化し
た無限次元代数系と捉えることができる。そ
のため頂点作用素代数の理論は共形場理論
と関連する数学の諸分野と深く関係してお
り、モンスター散在型有限単純群と保型形式
にまつわるムーンシャイン現象をはじめ、無
限次元リー代数や量子群、組紐群やテンソル
圏、リーマン面の変形とモジュライ理論、結
び目、絡み目と三次元位相不変量等、その理
論が数学全体に与える影響は少なくない。

このように様々な分野と関わりのある中
でも、特にモンスター単純群との関係に焦点
を当ててみる。ムーンシャイン現象の解明に
見られるように、頂点作用素代数の構造論と
その自己同型群の指標理論との間には深い
関連があると考えられている。応用を考えた
場合、より直接的に、これらの間の架け橋と
なる数学的構造が求められており、それを具
体的に体現する公式を見出すことは非常に
重要であった。そこで頂点作用素代数の自己
同型の作用を記述するにあたり、これを頂点
作用素代数に内在する構造論から導出する
機構として、跡公式を求める研究を進める必
要があった。これは短期集中型の研究課題で
ある。

一方、数学の諸分野との関わり合いを明確
にする場合、頂点作用素代数の内包する本質
的な情報を他と比較可能な形で表現する必
要がある。その一つのに、表現から得られる
圏を用いることができる。よって、構造論だ
けではなく、表現論を用いて頂点作用素代数
の内包する情報を体現する圏構造を構成し、
その性質を解析する必要があった。こちらは
長期的視野に立った研究課題である。

２．研究の目的
大まかに分けて二つの研究目標を設定した。
一つは短期集中型の目標としての、頂点作用
素超代数における跡公式の導出であり、もう
一つは長期的視野に立って頂点作用素代数
の表現から得られる圏構造についての研究
を行い、質量公式など、圏構造から得られる
等式の導出である。

まず一つ目の跡公式については、頂点作用
素の自己同型の跡を頂点作用素代数構造そ
のものから導きえる公式を求めるべく、これ
までに得られている跡公式を拡張・一般化す
る。特に散在型有限単純群の一つであるベビ
ーモンスターを扱うためには、その作用を持
つベビーモンスター頂点作用素超代数へ応
用できるように、跡公式を頂点作用素超代数
へと拡張を行う。そして得られた公式を具体
的にベビーモンスター頂点作用素超代数に
適用することで、ベビーモンスター単純群の
2A 元の持つ神秘的な性質の数学性の研究へ
の応用を目指した。

二つ目の頂点作用素代数の表現から得ら
れる圏の研究については、これまでの研究は
主に表現が半単純な場合のみを取り扱って
いることを踏まえて、そこから一歩踏み出
すべく、半単純ではないが適切な有限性条
件を満たす頂点作用素代数の表現から得ら
れる圏について調べる。一般論から C2 有限
性条件を満たす頂点作用素代数はアルティ
ン環上の表現と同値になることが知られて
いる。特に既約表現の同型類の個数は有限
個である。しかし一方で、C2 有限性条件を
満たすが、有理型ではない頂点作用素代数
の場合、指標のモジュラー変換を行うと、
既約加群の指標だけでは閉じず、対数型共
形場理論において扱われる一般指標を用い
る必要があることも分かっている。このク
ラスの頂点作用素代数の表現から得られる
圏にもテンソル積の構造が導入できるはず
であり、有理型の場合にはフェアリンデの
公式として知られているフュージョン積と
指標のモジュラー変換則を結びつける公式
の対応物があることが期待されている。こ
れらの確立を目指すべく、半単純とは限ら
ない頂点作用素代数の表現の圏について基
本的な性質を明らかにすることを目指した。



３．研究の方法
頂点作用素代数の構造論からのアプローチ
と表現論からのアプローチで研究を進めた。

構造論からはグライス代数の概念を頂点
作用素超代数の場合に拡張し、その上の跡公
式を導出する。その際、自己同型群への応用
を主眼においているため、跡公式の導出の際
に自己同型群による不動点部分代数に関す
る仮定を用いるのは好ましくない。そこで自
己同型群の作用を抜きでも跡公式を導出し
える機構である、共形デザインの構造につい
ても研究を行い、これを N=1 超共形代数へと
一般化する研究も行った。そして、得られた
跡公式をベビーモンスター散在型有限単純
群が作用するベビーモンスター頂点作用素
超代数に適用し、ベビーモンスター単純群の
2A 元とベビーモンスター頂点作用素超代数
に含まれる N=1 c=7/10 ヴィラソロ頂点作用
素超代数と同型な部分代数との対応関係を
調べた。この対応関係が一対一であることが
明らかにした上で、ベビーモンスター単純群
から描かれる拡大 E7 型ディンキン図形の
研究も進めた。

表現論からは非有理型の頂点作用素代数の
表現から得られる圏構造を研究し、その上の
テンソル積の定式化を目指した。特に表現が
半単純ではないが、適切な有限性条件を満た
すクラスである、C2 有限性条件を満たす頂点
作用素代数の表現について研究を行った。そ
のようなクラスに属する頂点作用素代数の
例として、トリプレット W(p) 代数と呼ばれ
る無限系列が知られている。このクラスの頂
点作用素代数に関しては未だ分からないこ
とが多いため、まずトリプレット W(p)代数
の場合について詳しく調べ、その上で一般的
な原理を見出し、理論の定式化を計った。具
体的には、トリプレット W(p)代数の表現から
得られる圏について研究を行い、半単純でな
い場合のテンソル積の定式化と、その性質に
ついて研究を行い、今後の研究方針を研究の
進捗具合に合わせて定めながら総合的な研
究を進めた。

４．研究成果
グライス代数の概念を一般化することで頂
点作用素超代数の場合に拡大されたグライ
ス代数を定式化した上で、その上の跡公式を
導出した。その応用として、散在型有限単純
群の一つであるベビーモンスターをその自
己同型群に持つ、ベビーモンスター頂点作用
素超代数において、ベビーモンスターの 2A
元とベビーモンスター頂点作用素超代数に
含まれる N=1 c=7/10 ヴィラソロ頂点作用素
超代数と同型な部分代数との間の一対一対
応を明らかに出来た。この結果はベビーモン
スター単純群から描かれる E7 型拡大ディン
キン図形の研究に応用される。以上は構造論
的研究の成果である。

一方、表現論的な研究の成果として、C2 有限
ではあるが非有理型である頂点作用素代数
の無限系列であるトリプレット W(p)代数の
表現の研究を行い、得られるアーベル圏の性
質をほぼ明らかにできた。その上で、関連す
る研究結果との比較を行ったところ、非有理
型の頂点作用素代数の表現から得られる圏
のテンソル積構造はブレイディングを持た
ない可能性が判明された。この事実は今後テ
ンソル積のさらなる研究を進めていく上で
非常に示唆的である。
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